F789 Teoria de Espalhamento
Aula 03 para estudar o problema de espalhamento de uma particula por um potencial,

obteremos a forma integral da Equacao de Schrodinger, conhecida por Equacao

de Lippmann-Schwinger. Para tanto, comece definindo:

2
Hy = 2~ — ¢ a Hamiltoniana da particula livre

H = Hy+V, onde
V — é o potencial espalhador.

Conhecemos as solucoes na auséencia de V'

ik’ ¢!

9) = k') = (r'lK) = Gsm e (K'K') = 0(k" —K)
Holg) = El|¢)
E = h;ljf — note degenerescéncia infinita

Quando V # 0, queremos a solucao de (Hy + V)|¥) = E |U)

mesma enerqgia
Usaremos uma estratégia (que utilizaremos em teoria de perturbacao) de inverter
(E — Hy) e obter uma equagao para |¥) que tenha a condi¢ao de contorno

embutida nela. Para tanto, primeiro escrevemos:
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Oggo 1

%890 (E — Hy)|¥) = V|¥) que quando invertida fornece |¥) = ————V|¥)
égooo° E - HO \\")} y

MAPLima Falta algo, pois se V=0 = |V) =0. O que vc esperaria? =¥ | 1
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Antes de inverter, precisamos “somar” a solucao da particula livre em |U),

isto é (E — Hy)(|¥) — |¢)) = V|W¥). Isso vale, pois |¢) é solucao de
1
(E — Hp)|¢) = 0. Com isso, a inversao fornece |¥) = |¢p) + ﬁw\m
— Ho
Agora, quando V = 0, temos |¥) = |¢) e isso pode ser entendido como
uma condicao de contorno do problema: na auséncia de V' a particula é
livre e é descrita por uma onda plana com momento linear p’ = hk’.
Ainda temos um problema: como a energia F é a mesma, com e sem
potencial, temos um infinito devido ao zero no denominador. Para ser
removido, é preciso utilizar uma estratégia semelhante a que usaremos
em teoria de perturbacao dependente do tempo (soma-se =+ ie, com € real,

ao denominador). Feito isso, a equagao de Lippmann-Schwinger fica:

1
E — Hy £ e

V) = l¢) + VIw)

Veremos, em seguida, que a presenca de = i¢, além de remover o infinito,

permitira definir as condicoes assimptoticas adequadas do problema de

espalhamento. S
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Na representacao das coordenadas a equacao de Lippmann-Schwinger fica:

1 ez’kfr'
_ 3,./ / / AL AN
() = 010) + [ (ol e ) IV ). onde () =
ik'r’
Poderfamos usar a normalizagao da caixa (aresta L) e definir (r'|k’) = -
1,3/2
Nossa tarefa nesta aula é obter G4 (r,r’) = - (r| ! ir’), que pode
O T o E Ty e TP
ser re-escrito com auxilio do operador unidade, como:
1
Gy (r,r’) /dSk’/d?’k” |k’><k’|E 27 ize|k”><k”|r> Usando que
1 1 o(k" — k)
/ 7N AN .
(k ‘E L iie|k ) = o h;}ff :I:ie<k k") = P h;?ljf o esCrevemos:
72 A3 eikf(r—r’) B2 12
Gi(r,r') = om | @ h;i{f - Se usarmos E = 5 © k' = q, temos:
1 5 6zq.(r—r )
Gi(x,x') = PE /d 933~ ZLic onde e foi redefinido. Para fazer esta
integral, escolhemos r — r’ na direcdo Z e tomamos d°q = ¢* sin 8dfddq.
R
4.\' 3
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| - 'L|q||(r r’)| cos 0
E assim: G4 (r,r') = (2r)? / dq q / dSO/ dfsin 0 2 + e

27 / —d(cos 0) —>/ (cos @)
1

1 > q2 1 r—r
Gi(rvr'):H/O o —q2:|:ze/ d¢eialr=r)l¢

1 [ q> etal(r=r)IC )
dq
47’(’2 0 k? — q? +ie ig|/(r — /)| "1

q o o o
d iq|(r—r")| _ —ig|(r—r")|
47‘(‘ z]r—r |/ % 2ize<e ‘ ),

~~

O integrando é par em ¢, pois:  impar em q e impar em q

o0 4+ o0
c assim podemos trocar a / por % / € CoIn iSSO obter:
0

: .
: Gyi(r,r') =— ! ! /+OO dq d (6+73Q|(r—r’)| _ 6—iq|(r—r’)|)
R e TPy A
Og; :% -~ J/
%g‘yc’z mudei de ordem
( g

Estamos prontos para integracao no plano complexo. Note os polos. \\V" 4.
4.\

UUUUUUU

MAPLima



F789 Teoria de Espalhamento

Aula 03
e Os polos do integrando sdo definidos por ¢° — k% Fie = 0 = ¢° = k% & ie ou

melhor q = +£1/k2 + ic = £k /1 & z% — +(k+4¢). Onde ¢ = % Note

+k + i€ R {—I—kie’
eo —i€a

€’ —k + 1€

que o + € original corresponde a { L
—k — i€

Os pontos negros na figura abaixo representam os polos no caso + i€

Im(q)

o Re(q)
—k — i€ +k + i€
A integral eT%l—x)] = gtile(@|r—r)| ~Im(DI(=r) Jove ser fechada por

cima, pois a exponencial com I'm(q) garante contribuigao zero e isso permite

fechar o circuito e obter a mesma integral que antes. Argumento semelhante
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sugere que e 1al(r=r)| — g—iRe(q)|(r=r)] +Im(@)(r=r)| qoye ser fechada por

/T q

0o0° baixo.

T fornece integrando zero para Re(q) = to0. Ay, A
q F 1€ ¥ 5
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Aula 03 +o0  Im(q)

- 00 \ 4+ o0

o sinal + € para lembrar que estamos analisando o caso + i€ original.
——

oMy = = /+°°d T (priale=x)| _ gial(r—r')])
r.r — € —
5 872i[(r — 1) T — k2 —ic
—1 1 q . _ q . L
d +ig|(r—r")| _% d iql|(r r)|)
82 i|(r —r’)] []il qq2—k2—iee Cs qq2—/~c2—z’e€
Im(q)
5
8
3:(P
RPoo..
5.
N

(‘\' 6
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Para aplicar o Teorema de Cauchy (calculo IV): ) dz = 2mif(z;),
Z — Z;

onde z; é um polo no plano complexo e a integracao fechada (que circula z;)
corre no sentido anti-horario do circuito, precisamos fazer uma modificacao na

expressao de G.

U 1 1 ( . ) 1
sSarerrnos que = = — Ppara €SCrever
TR T (- Ratk) gk qtk'2q7
1 1 q . ’
Gi(r,r') = — d +ig|(r—r’)|
o) = e b M e i i
1 1 dg— 9 gl _

8n2i|(r —1')| Jo, Tq* — K —ie

1 1 . etial(r—r')] ; etial(r—r’)]
T 16w d|(r — 1) [ﬁl 1 q—Fk +j{C1 1 q+k ]—I_

A\ 7 \ 7
-~ ~"

contribut nao contribui

| | ] o—ial(r—r)] ] o—ial(r—r")
18 | *16w2ir<r—r'>r(7€~2 T *]{CQ )
Oo%
QP ~N~
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MAPLima

UUUUUUU



F789
Aula 03

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Teoria de Espalhamento

Assim, G (uma funcao de Green) para o caso + ie (original) fica:

1 etikl(r—r")]
A7 |(r — ')

G—l— (I‘, I'/) -

Se repetissemos todo o procedimento para — i€, obteriamos

G / 1 6—ik|(r—r’)|
T e (3]

o — € para lembrar que € o caso — ie.

Assim, a equacao de Lippman—Schwinger pode ser escrita por:

1 +ik|(r—r)]
(@) = (xlo) = 55 [ &' S VIR

e (K'|V[t"y =V ()e® (' — 1/ ) (potencial local), temos:

1 e:l:ik:|(r—r’)|

r () 3./ vy (+)
WU ) = {rlg) — S5 [ 'S V)

Serd que esta equacao fornece a condicao assimptotica adequada?“
\I
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F789 Amplitude de Espalhamento

Suponha um observador longe do alvo. Como é a funcao de onda 14, em r?
_

Aula 03

k

a regiao verde é a regiao onde V (r’) # 0. Note que a equacao de Lippman-
1 e:I:?jk:|(r—r’)|

dr |(r —17)|

nos ensina que sé esta regiao interessa na integracao. Se o observador estiver

V(') {r'[¢)

2
Schwinger  (r|¥*)) = (r|¢) — h—? d>r’

longe o suficiente, temos |r| >> |r'| e podemos expandir |r — r’| da seguinte

/ 2 R r/ ,r./ 9
forma [r —r'| = /(r —1/)? = \/r2 —2r.r’ +r’ :T\/l —21‘.(—) + (—)

r r

. ’ . A ]
, e:I:zk|(r—r )~ etk oFikE.r
r

A

~r(1—#.(—)). Usaremos
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900 £ r — 1’| ~r (no denominador) Wl "
MAPLima ¥ | 0
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F789 Amplitude de Espalhamento
Aula 03 Definindo kK’ = kf a equacao de Lippman-Schwinger fica (caso +)

ik 3/2 3,0 € N\ /! |\ ()
(27'(') d°r (27‘_—3/2‘/(1' )<I' ‘\Ij >

2me
h? A4nr

(W) "= (rfg) —

e—l—ik.r m e—l—ikr e—ik’.r’
_ o 2 3/2/d3 re / / \IJ(+) _
(2m)3/2  h2 4qr (2m) "o Vir)ir] )

p e om, 6—|—7jk:7" e—zk’.r’
~ (2m)3/2 T T T @) / & /(zw)B/QV(r/)“/"I’H)))

1 p ' e—i—z’kzr 47’(’277’2, 6—zk/.r/
+ik.r _ 3./ AYBIRACS)
(2%)3/2 X * r ( h2 d°r (27r)3/2 V()| v >> )

e—l—ikr

L ( +ik.r /
-~ (2m)3/2 (¢ + /I k)
—zk'.r’

Ar*m 3./ I\ /! |\ ()
h2 d°r WV(I' )<I' |\Ij > =

] com

47rm

<k,|V’\I’(+)>

h? ——

f(k' k)= —

Note que (k’| é o bra do ket |k’) = |¢x/) (onda plana na diregao k', que

“leva” a particula até o observador). A matematica nos trouxe até aqui.
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0% o E jd aprendemos o significado fisico de f(k',k)? RN
MAPLima
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mudanca de notacao para lembrar que a particula chega com momento RK.
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AFTS‘(?B Outras formas de escrever a Amplitude de Espalhamento
ula
Antes é importante notar que a amplitude de espalhamento pode ser escrita

de outras formas. Para ver isso, considere a equacao de Lippmann-Schwinger

na sua forma geral

UFy = k) + GBIV | )

Multiplique a equagao para \\Ilﬂ_)> por V e tome o adjunto Hermiteano
Vi)' = (Vi +veOvie)
(O = (k|V + (e[ vaHy
K[V = (0,|(V = VGOV

Isto permite re-escrever a amplitude

: 4 K
% F0¢.10 = = e v ey = <A w0 (v - Ve e
0330’2
oW 'S 47T m
s Mas (V-VGOV)|0") =VIk) - | f(K k) = ——— (T [V[Kk) =
“® |11
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Algumas observacgoes importantes:
47t%m
A2

que vocé olha (um observador distante), f pode dar um resultado diferente.

e Se V=0= fk,k) = — (K'|[V[®{HY = 0. Dependendo do angulo

Trata-se da amplitude de probabilidade da particula entrar na direcao k e,

devido ao potencial, sair na direcao k', com |k'| = |K]|.

oo 1 ' +ikr
e A solucdo assimptética (r|¥H)) == (22 (e“k‘r—l—f(k’,k)e . ] ¢

~ ~ e 7 .~ ’ 7 1e /
solucao da equagao de Schrodinger na regiao onde a particula é livre, V(r')=0.
e A onda livre deve estar associada a tempos “infinitamente” negativos (antes
da colisao) e “infinitamente” positivos (depois da colisao). A onda esférica s6

para tempos “infinitamente” positivos (depois da colisao).

(0 Obter f(k’,k) por métodos perturbativos;

o (s prorimos passos , o . .
o Obter f(k’,k) para potenciais esfericamente simétricos,

| pelo chamado método de ondas parciais.

¥ 12
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F789 Série de Born
rass Nossa intencao agora é calcular f(k’, k) e, consequentemente, as secoes de

choque. Em principio, basta achar \\Iff{+)> e calcular (k' \V\\Ifl({+)>. Uma forma

de fazer isso é resolver a equacao de Lippmann-Schwinger

(+) 1
W > ’ >+Ei—Ho+ihe
) = k) +

1 1 1
Vk) + —V :
E; — Hy + 1he E, — Hy+1the E;— Hy+ the
Outra forma ¢é via matriz 1", obtida pela equacao de Lippmann-Schwinger
’¢(+)>

T|k)

V|¢(+)> iterativamente, isto é

Vik) +

multiplicada por V, isto é V\@bl({+)> = V]k) + VE@- ~Ho e

1
_|_
trocando VWIE )> por T'k) = T'k) = Vk) + VE@' — Hy + ihe

1
Considere |k) arbitrario T =V 4+ V JoR A heT que iterando fica

1 1 1
T—V 4V V4V V V+..
+ Ei_HQ‘I_ihE + Ei—Ho-l-’NiG Ei—H()‘FZ.hE +

As duas expressoes das caixas tem hierarquia em O(V").

A série de Born é obtida com qualquer uma delas inserida em
TR 4m%m
Lt f. k) = ——

MAPLima
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K|Vl = (K'|T|K). R
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A aproximacao de Born ou |°. termo da série

. /
ezk.r

(27)3/2

Se o espalhamento ¢é fraco ’\pl({+)> ~ |k) — (r \\I!(+)> (r'|k) =
Nestas condicoes, obtemos a amplitude de Born em la. ordem:

4 4 2 1 , N
FOK k) = — 7Thm<k,’wk> 7rh2m . /dBT/V(r/)ez(k—k).r
T

Transformada de Fourier do potencial
calculada em q =k — Kk’

Se o potencial for esfericamente simétrico, fica mais simples calcular a integral
em coordenadas esféricas. Antes, escolha 6. angulo de espalhamento da seguinte

forma.:

k- K|=q=VE+k - 2kk =ky/2(1 - cosf,)

Ve

k / 6,
I k =k’ (colisao eldstica) a
Lembranao da relacdo trigonométrica cos 260, = cos® 6, — sin® 6, = 1 — 2sin’ 6,
©.cosf, =1—2sin’0,/2 = q = k\/Q(l — 14 2sin”6,/2) = 2ksin 6, /2
Perceba no triangulo isosceles que sinf,/2 = % RN

“® 14
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A aproximacao de Born ou |°.Termo da serie

4 1 N
Com q na direcao z, temos: f(l)(k’,k) __xrm . /d3rfv(r/>ez(kk )r! _

ne o (2)
1 2 )
T i h—? / / / sin §dfdpr?e’ TV (r) =
T

1 2 .
= —Zh—?///sin@d@dgpfrze"qmose‘/(r) =
7T

1 2 oo T ]
_ - dr r*V(r) 27 / sin e’m s qp =

Ar R J, 0

12m [ earx 1
— T < 5 d 2V p—

2 W2 ), rrVir) igr '—1

2 00 qr __ ,—1iqr 2 oo
— _q% i dr rV(r)e 22,6 = _q% i dr rV (r)sin (qr)

Voe HT .
Exemplo 1: V(r) = potencial de Yukawa
r
1
— pode ser visto como alcance do potencial, pois quando r >> — = V(r) — 0
H M
Usaremos que singr = Im e'9" para facilitar o realizacdo da integral, ou seja
2 > 2 > Voe™HT :
f(l)(k/, k) = —% dr vV (r)sin (qr) = —% dr 225 T eiar
r
q 0 q 0 H RN
¥ 15
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.termo da série de Born: Potencial de Yukawa
2 o0 . 2 (=ptig)r
Assim, f(l)(ee) = — mVo Im / dr el~#Tiar — _ mVOI €—| =
0

m
quh? quh? —p +igq 'Y
2mV) 1 2mV) 1+ 1q 2mVy  ¢q
- > lm S o lm —o——5 = — 2 2 1 2
qpuh f—1q quh pe+q quh® p* +q
2mV/ 1
Ou seja, f(6,) = — ;20 e Lembrando que g = 2ksin 6. /2 a amplitude
2mV, 1
fica: f(l)(ee) - 20 — e isso fornece a secao de choque
ph?  p? 4+ 4k?sin“ 0. /2
do 2mV() 2 1
diferencial: — =o0(60.) =
2 () = ( ph? ) (2 + 4k2sin 0, /2)2
v
Note que se tomarmos @ — 0, mantendo -0 constante, digamos = 772
M M
—ur ZZ/ 2
o potencial de Yukawa fica lim Vo - = — - (esse é potencial
u—)O,%:ZZ’GZ KT r

Coulombiano de uma particula de carga Z’e, sendo espalhada por uma com
h2 k>

2m ):
a(6.) = 1 (Z Z’62)2 1 {Este é resultado cldssico do
“ 160 E 7 sint6,/2

carga Ze). Com isso a se¢ao de choque fica (com F =

espalhamento de Rutherford. A A
=¥ 16
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