F789

Revisao: Potencial central

Aula 04 pyra estudar o problema de espalhamento de uma particula por um potencial
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central, é natural utilizar as observéveis (CCOC) que comutam, H, L? e L,

com H=Hy+V

2
Hy = 5~ — ¢ a Hamiltoniana da particula livre

V=V(R) — é o potencial espalhador esfericamente simétrico.

Vimos em F689 que, na representacao das coordenadas, a equacao de Schrodinger,

que é dada por: <

(Hy(F)= [~ LA+ V()] (r) = Ey(P),

COIN
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pode ser transformada na equacao

72
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L? + V(r)} (1,0, 0)=Ep(r, 0, 0),

onde usamos a forma do operador L? na representacio das coordenadas (F689),

82
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Lf= _h2<392

para escrever

T tan 6 06 i sin? § 02

), que tem toda a dependéncia angular,
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F789  Revisao: separagao de variaveis na representagao das coordenadas
Aula 04 § Fsta Hamiltoniana H comuta com L2 e L., pois ambos comutam

. z
com L? e com operadores funcoes de R — lembre que L atua somente

nas coordenadas 6 e . Isso forneceu [H, L*] = [H,L,] = [L* L,] =0,
e sugeriu que Y (7) seja autofuncao simultanea das 3 observaveis.
Hy(r) = Ey(7) v
e Ou seja, estamos procurando { L?)(7) = (€ + 1)h?y(7)
L(r) = mha)(r)
o que sugeriu () = R(r)Y,;"(0p), pois, como vimos, a harmonica esférica é
L2Y[™(0, ) = L€+ 1)RPY™(0, )
solucdo das equacdes definidas por L? e L,
LY (0, 0) = mhY,™ (0, ¢)
e Insercao da forma de ¥(7) em H(7) = Ev(r) levou a
1 9 1
[ 2ur orz’ i 212
dividida por Y,™ (6, ¢) e forneceu uma equagao para R(r) = Ry ¢(r), isto é:

L* + V(T)] R(r)Y,™(0,p)=ER(r)Y,"(0, ) que pode ser

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Indexagao esperada para o caso ligado

/T 2102 00+ 1)K
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AFT8‘(9)4 Revisao: separagao de variaveis na representagao das coordenadas
ula

e Resolver a equagao radial Hy Ry, ¢(r)=FEj ¢ Ry ¢(r) é resolver H|¢)=FE|y)

e Para um dado par (k,¢), resolveremos a equacao radial e construiremos o
subespago £(k, ). Note que a equacao depende de ¢ mas nao depende de m.
A solugao serve para todos os 2¢ + 1 estados de £(k, ¢) associados a cada /.

e Chamando de Ej ¢, o autovalor associado a um vetor de £(k,¢), a equagao

que precisamos resolver fica:

h* 1 0° {6+ 1)h?
|: — ﬂ;w’r + 2/1’]"2 + V(T’)] Rk,g(r) —Ek,ng’g('r)

Em F689, aprendemos que lir% Ry o(1) ~ Cr.
r—

1
e Para simplificar chame Ry ¢(r) = —ug ¢(r) € multiplique tudo por r para obter:
/’4

{_ h? d? N 0(€+ 1)h?
20 dr? 2ur?
Como lin% Rio(r) ~ Or* = upo(r) = rRpe(r) e .. lir% up o(r) ~ Crttt =0

r— r—

+ V(r)] Uk o(1) = Ek oup (1),

uma equacao de Schrodinger em uma dimensao para o potencial efetivo
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%3 00+ 1)R?
%?,%O Vet = V(r)+ (Lt 2) e condigao de contorno uy ¢(0) =0
G T 2pr ’ —
i v
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Estados de espalhamento ou estados do continuo de H
No semestre passado procuramos por estados ligados de Hy Ry, ¢(r)=Ej ¢ Rk ¢(7)
h2 k>
2

Para estados ligados a energia ¢ incégnita e precisa ser calculada para um

Agora queremos estados do continuo com a energia conhecida, Ey ¢ =

determinado potencial. Para o caso do continuo (espalhamento), a energia é
“input” (conhecida) do problema (a particula chega com determinada energia).
O indexamento da energia precisa mudar para

R 1 02 0(€+ 1)h?

E.,=E [——— v ]R — ELR
k0 k= 2ur8r27“—|— 22 + V(r)| Ry, e(r) kR e(7)

Isso nao muda comportamento na origem hH(l) Ry o(1) ~ Crt.
T—

1
A estratégia anterior pode ser mantida. Tome Ry ¢(r) = —ug ¢(r), € obtenha
T

[_ h* d? N 0(€+ 1)h?
241 dr? 212

uma equacao de Schrodinger em uma dimensao para o potencial efetivo

+ V(T)] uk,g(T) = Ekuk7g(7“),

00 4+ 1)h?
Ver =V (r) + ( 2+ 2) e condigao de contorno uy ¢(0) = 0
ur
: , h2 k2 .
Como é o comportamento assimptético de uy ¢(r) para Ej = 7 g

2u =¥ 4
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F789 Particula Livre
Aula 04 Se o potencial for de curto alcance, cair mais rapidamente que 1/r para r

W+ DR
241 dr? 212

B2 2 h2k? etikr o
fica ————Suke(r)= 2 Uk, e(r) = Up,e(r) = { : = Riye(r) = {67;]”

grande, nossa equagao [ — + V(r)} Ug.o(r)=Erug.e(r)

211 dr? k

Note que isso é verdade para qualquer tipo de potencial de curto alcance,

inclusive, a particula livre, isso é V(r) = 0. Na disciplina de Fisica-matemadtica,

¢o(kr) — Bessel
aprendemos que existem duas solucoes da particula livre {je( )

ne¢(kr) — Neumann

2
(Go(kr) = % — bem comportada na origem

e Para kR << 1, Ry (1) = 4

| ne(kr) ~ = cos(kr — (%)

| ne(kr) = —% — mal comportada na origem
§ rjg(k?“) ~ % sin(kr — f%) oHikr
5 o Para kR >> 1, Ry o(r) = ¢ = misturas de { .
S
2 T
s
g

e Para a particula livre, somente jy(kr) é aceitavel. Se o potencial for diferente

3%  de zero, Ry ¢(r) pode ser uma mistura de j,(kr) e ne(kr) (ou seja, W

¥ 5
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Particula Livre
Considere um angulo sélido d€)g, ao redor de (6p, ). Qual seria a probabilidade

encontrar a particula entre r e » + dr, sabendo que ela estda numa onda parcial
livre, kje(kr)Y;™ (60, 0)? Que tal: k*r?j7(kr)[Y;™ (00, o) |*drd0?

A figura abaixo, mostra a forma da funcio p*j7(p) para £ =4 e p = kr.

A 0°i7(p)

o | visivel que essa probabilidade
é pequena para p < \/£(¢ + 1). J

ﬁgura 9 do livro texto

1
Consideraremos que a probabilidade é praticamente zero para r < z 0(0+1).

7

Esse resultado é bastante importante, pois diz que uma particula livre “viajando

em kjo(kr)Y,;" (6o, po), praticamente nao percebe o que ocorrem em uma esfera

1
de raio by(k) = E\/ﬁ(f + 1). Se o potencial tiver uma alcance menor

que by(k), ele nao espalha essa particulal
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Pacotes de ondas parciais
Se construissemos pacotes de onda na regiao assimptotica, eles seriam misturas do

tipo / d°k g(k)

para t > 0 (na regiao assimptdtica, apds a particula sair da regiao do potencial) e

e—l—ikr —ikr

—_a 6 1 . . ’ .
— e Bth com [dPk g(k)——e kYR O primeiro sé sobrevive

r r

o segundo para t < 0 (na regiao assimptética, antes da particula entrar na regiao

do potencial).

1 ' 1kr
Vimos na aula 2 que lim \Ill(:r)(r, 0,p) = (€Zk'z + - fr (0, 90))
r

r—00 (27‘()3/2

Da disciplina de fisica-matematica, temos | e’** = Z(% +1)i%jo(kr)Py(cos 6)
14
+i(kr—€r/2) _ _—i(kr—_4n/2) +ikr _ _—i(kr—£m)
e e : e e )
Como lim j,(kr) = — /2 (
A je(kr) 2ikr — Qikr )
¢
1
e e—l—ikT’ _ e—i(kzr—ﬁﬂ')
odemos escrever lim e*** = 20 4+ 1)Py(cos b [ , ]
b r—00 ;( ) Eu( ) 2ukr
So a onda esférica emergente é afetada pelo potencial. Lembre que
e concluir: < a amplitude que multiplica essa onda € uma integral envolvendo o
potencial. Veremos que o efeito € apenas uma fase dy. .
¥ 7
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AFT8‘(9)4 Estados da particula livre: ondas planas versus ondas esféricas
ula P2

e A Hamiltoniana do sistema de uma particula livre é dada por: Hy = ™
L4

rP? p? P2
+ Y 4 . Para definir
214 21 21

uma base, escolha |k}) — Pp|k,) = hk}|k}) e construa |k') = |k) ® |k,) @ |k)

que em suas dimensoes cartesianas fica Hy =

B2(k! 2 4+ ]C/2 4+ ]{3/2 th/Q /2
de tal forma que Holk') = (A Y z )|k’> = k') = p—]k’).
21 214 214
ik’.x’
Na representagao das coordenadas, temos (x'|k’) = (62 £ Para obter isso,
7T
percebemos que [Hy, P] = 0 e usamos uma base de autokets de P — |k’) com
(k'|k") = 6(k' — k"). Se quiser, use |p’) = h~3/2|k) e (X'|p) = —eip’.x’/h
' ’ (2mh)3/2
e Acontece que [Hy,L?] = [Hy, L.] = 0 e poderiamos procurar por uma base

(Holk,¢,m) = E|k,{,m) — E = h*k?/2u
L2|k, 0,m) = £( + 1)R%|k, £, m)
L.|k,¢,m) =mhl|k, £, m)

(K" 0, mI |k, 6, m) =600 Sy 6 (K — K)

= no livro texto

{|k, €, m)} tal que 4
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0 0 [2k2 - RN
MAPLima (r|k, €,m) = <r‘90k,e,m> = ¢1(c,1)z,m(7“79> ©) = 7]g(kr)Y£ (0, ¢) ¥ 8§
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F789 Estados da particula livre: ondas planas versus ondas esféricas
Aula 04 o (g dois conjuntos formam uma base

1= /d3k|k> (k| = / dkz Z |<,0,(€Ozm gok,em] e sao ortonormais no
(=0 m=—/4

sentido amplo, isto é (k'|k”) = §(k' — k") e <g0,(€02 m\go,(ﬁ?g,7m,> =

2 OO. . m* m’
Z;k’“'/ n(kr)ye/(k'r)rzdrf dQ Y™ (0, 0)Y5" (0,0) = 6(k — K')0¢.0:0rm .
0

o Verifique a sequinte relacao (k' gp,(f()g,m> i k’) Y, (0w, o )o(k — k)

e A relacao entre as bases é obtida com ajuda do operador unidade

yk>:yo,o,k>:mo,o,k>:/ dk'y" Z o o 10,0, k)

0 =0 m=—/{

Como ]go,(_f,)?e’m> e |0,0, k) sao autoestados de Hy, vale (p, (0) ml0,0,k) o< 6(k — k)

Como ]gpg??e,m> e |0,0, k) sdo autoestados de L,, vale <gpk, 10,0, k) o< 0 0

e Conclui-se que |0,0, k) = Z Ck g\gok, r.0) conforme ja sugerido no slide 7.

£=0 verifique ci
d?o Mostre que |0,0, k) é autoestado de L, com autovalor Oh e que a
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expressao acima € a mesma do slide 7 (leia complemento Avyrr). %‘,- 9
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AFT8‘(9)4 Ondas parciais e deslocamentos de fase
ula

O método de ondas parciais para o problema de espalhamento.
(V,L?] =0
Considere o potencial esfericamente simétrico, V(r) = V(r) =

V,L.]=0

O operador de transi¢ao 1" definido anteriormente (slide 13 da aula 3) por:

1 1 1
T—V 4V V4V |74 V+..
+ EZ'—Ho—l—’HiE + Ei—H0+ih€ Ei—Ho—F’ihE +

também comuta com L? e L — lembre que Hy = —, tnico operador que

compoem os denominadores, (e qualquer funcao deles) comuta com IL’eL
(k, 0'm'|T|k,tm) = {€'m[tm){k()|T|k(£)) = To(k)deer Smm:
Isso traz uma mensagem importante:

O potencial esfericamente simétrico nao conseque alterar £ e m no processo
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il |
08%0 de espalhamento.
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F789 Ondas parciais e deslocamentos de fase

Aula 04 o M
A amplitude de espalhamento f(k', k) = —4r ﬁ<k’|T\k> pode ser
N
escrita por: e |=IK]
g2 Z Z /dk”//dkm/ k/lkm K’ ><k/”,€/, m/|T’km/,€, m> <k,////7€’ m]k)
Im £'m
slide 9 — (K'|K"", £, m) = (—i)eéé(k’ — k”’)YKm(lA{’)
Usando —> obtemos:
slide 10 — (K", ¢'m!|T|k"", fm) = Tg(k”’)5gg/5mm/
m 1 ym N
(k' k) = —4n? = 573 ZTg (k)
ou melhor: | f(k', k) = —4r Z 3 /c2 (kK"NY,™* (k) | — verifique unidades.
5
% Para obter a dependéncia angular da amplitude de espalhamento,
2, % vamos escolher k na direcao z (diregao do feixe incidente no referencial
%%O'E R 20+ 1 o— Mostre
83°:, do laboratério). Nestas condicdes Y™ (k) = Y;"(2) = ypm dmo R
¥ 11
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Ondas parciais e deslocamentos de fase

A amplitude de espalhamento fica

Y (k') =

f (K

20 + 1
4

— —4x? Z

ng
h? k2

f(K' k)

= f(0)

(0. @)

£=0

= Z(% + 1) fo(k)Py(cos )

20+ 1
Yy ( )\/ %, onde (mostre)

Py(cos ). Definindo, fy(k) = —

Para entender o significado fisico de fy(k), vamos estudar o comportamento

a longas distancias de <r\\111({+)>, isto é:

lim (r|@{H) =

r—00

1
(27)3/2

[eik.z 4

Do slide 7, temos e

lim jg (k?“) =

77— 00

1kz

e—|—i(k’r’—£7r/2) _

= Z(% + 1)i%jo(kr)Py(cos §) onde j4 vimos que

14

6—i(kr—£7r/2)

2ikr

_ e—iEW/Z
——

—i(kr—4m)

i~

(e—l—z’k:’r’ —e

assim

lim e
r—>00

1kz

14

= Z(% + 1) Py(cos )

—i(kr—_4m)

20k

)

)

\\",’-
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Ondas parciais e deslocamentos de fase
Colocando os resultados das caixa verdes na caixa azul do slide anterior, temos:

tkr _ —i(kr—~£m) ikr
) () 1 [ et e e ]
lim (r[,") = (%)3 7 Z(zu 1) Py(cos 6) S + ——fo(k)
. (+) Pg COS 9) . e—i—ikr e—i(kzr—ﬁw)
Tim (x| 0, o 3/2 Z N [p + 2k fo(k) —— - —— ]

~

o potencial so afeta a onda esférica que sai

O coeficiente da onda esférica emergente [1 4 2ikf,(k)] =1, se V = 0.

ezkr

Se construissemos pacotes, o pacote associado a s6 existiria p/ cte <t < o0

r

e—zk;r

e o associado a s6 existiria p/ — oo <t < cte’. Assim, como o ’\I’1(<+)>

r
contém a informagao completa (antes e depois da colisao), é de se esperar que:

7{ J.dS = 0. As particulas que entram devem sair (se nao ha ralos e fontes).

tkr —ikr
6 . i3 \ 6
deve ser igual ao fluxo associado a

r r
deve valer para cada onda parcial. Para calcular esses fluxos, defina antes

. Isso

Assim, o fluxo associado a

R
Sy =1+ 2ikfy(k) e aguarde a proxima aula! ;.y 13
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