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Ondas parciais e deslocamentos de fase - slide da aula 04
A amplitude de espalhamento fica

f (K

20 + 1
4

— —4x? Z

ng
h? k2

f(K' k)

= f(0)

(0. @)

£=0

= Z(% + 1) fo(k)Py(cos )

20 + 1
Y ( )\/ %, onde (mostre)

Py(cos ). Definindo, fy(k) = —

Para entender o significado fisico de fy(k), vamos estudar o comportamento

a longas distancias de <r\\111({+)>, isto é:

lim (r|@{H) =

r—00

1
(27)3/2

[eik.z 4

Do slide 7, temos e

lim jg (k?“) =

77— 00

1kz

e—|—i(k’r’—£7r/2) _

= Z(% + 1)i%jo(kr)Py(cos §) onde j4 vimos que
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F789 Ondas parciais e deslocamentos de fase - slide da aula 04
el Colocando os resultados das caixa verdes na caixa azul do slide anterior, temos:
etikr _ e—z’(kr—ﬁw) ikr

: (+)y _ 1 3 ¢

A (r[e) = (2m)?/2 & (%Jrl)Pe(COSH)( 2ikr T fe(k))

. )\ 1 Pg(COS 9) . e—l—ikzr B e—i(kfr‘—ﬂﬂ')
Jim (1) = e 3200 D= (L 2k0e) = — =)

o potencial so afeta a onda esférica que sai

O coeficiente da onda esférica emergente [1 + 2ik fy(k)] =1, se V = 0.

ezkr

Se construissemos pacotes, o pacote associado a sé existiria p/ cte <t < ¢

T

e—zkzr

e o associado a s6 existiria p/ — oo <t < cte’. Assim, como o \\Ill(j))

r
contém a informacao completa (antes e depois da colisao), é de se esperar que:

7{ J.dS = 0. As particulas que entram devem sair (se nao ha ralos e fontes).

tkr —ikr
6 . . \ 6
deve ser igual ao fluxo associado a

r r
deve valer para cada onda parcial. Para calcular esses fluxos, defina antes

. Isso

Assim, o fluxo associado a

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Qoo \"’ A
ey Sy =1+ 2ikfy(k) = a aula 4 terminou aqui. %.\é 2
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AFT8‘(9)5 Ondas parciais e deslocamentos de fase

ula I

Assim, a partir de J = —Im(¢)* V) podemos escrever
m

—ikr ikr —i(kr—4m) —i(kr—4m)
/r2dQIm[sge 9 5, ]— /r2dQIm(€ 0 ¢ ]‘

r Or r r or r

41|Se|? = 471 = |S;| = 1 (fruto da conservacio de fluxo).

( {deslocamento
5g =

1 1 : 2.(; de fa/S(}
Ee ‘S£’ 17 € SllgeSt}l va a SegU.IIll;e deﬁlllgaO: Sg =€ toe < )

L0 2 é convencao

O que deiza claro que a existéncia do potencial pode no mdximo infligir uma

mudanca de fase na onda esférica emergente. Como Sy = 1 + 2ik fy(k),

podemos escrever f; = e — 1 = ' sin d = sin (.SE = 5in O
2ik k ke—i¢  k(cosdy — isindy)
£ N————
% Ou ainda f; = ! A f(6 —li%ﬂ ¢ sin 64 Py (cos 6)
% u ainda \g = T(cot —z) ssim, =7 2 sin dy Py (cos
%’%%Q’é esta forma sera util

9o Note que para deduzir isso, usamos apenas que [L?,T)=[L,,T]=0 R

. . 0 >
MAPLima e conservacao de probabilidade. a3



F789 O meétodo de ondas parciais para o problema de espalhamento
Afla 033 A amplitude de espalhamento depende dos deslocamentos de fase na forma:

oo

1 5, -
f(0) = . KZ_;(% + 1)e"¢ sin 6, P;(cos 6).
d
Para obter a secao de choque diferencial basta calcular d—g = |£(0)]?. Vamos

calcular a secao de choque integral, também chamada de secao de choque total,
se espalhamento de potenciais que nao carregam a estrutura interna do alvo.
Em geral, se integrarmos apenas nos angulos, ela chamara secao de choque
integral. Mas, se integrarmos nos angulos e somarmos sobre todos os processos
possiveis, ela serda denominada secao de choque total. A secao de choque integral
pode ser para um determinado processo, por exemplo, secao de choque integral
elastica, ou secao de choque integral da excitacao X — A, do alvo Z. No caso

presente, de potencial Hermiteano de um corpo so, a secao de choque integral é

§ elastica e igual a total, pois s6 o processo elastico é permitido. Ela é definida
B 2m T
3 d
! pors vt = [ 4055 = [a0lf@)F = [ do [ sinoas o) -
5 $ df} 0 0
(« e 5
o5\ P& or [t .
Ogﬁgg? = —72T d(cos0) Z(% +1)(2¢' 4 1)e¥¢=%) gin §, sin 8y Py (cos 0) Py(cos 0).
9% o k= J_14 T W

¥ 4
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O meétodo de ondas parciais para o problema de espalhamento

+1
2
Mas, / d(cos 0) Py (cos 0) Py(cos ) = dper (mostre!) e assim :

_1 20+ 1
27 / i(50—5y1) o : 2
Ttotal = (204 1)(20" + 1)e*' ¢~ °¢/ gin §y sin dyr dger € finalmente
k2 — 2041
47
Ttotal = 73 (2¢ + 1) sin® 6,
¢
k ota .
Como fica o teorema éptico, Imf (6 = 0) = Ui tal 9 1ss0 pode ser obtido de
T
T f (6 1i2e+ 1) Ime™" sin & Py(cos (6 = 0)) = k Am (2£+1)s' 25
m — me’’* sin = in
k JaneZsinoeBrleos 0 =0) = gz ‘
sin 5g 1 Ototal

De volta para a relacao entre fy e §,. Quando mudamos a energia, 6, muda, e por

conseguinte muda f,. Note que f,, entretanto, nao muda de qualquer maneira,

208, PALY, '
e —1 e 1
Je 2ik Je > T3
Como fica essa dependéncia no plano complexo? Proximo slide. §“’é 5
a

UUUUUUU



AFT8‘(9)5 O meétodo de ondas parciais para o problema de espalhamento
ula

Im%’
260 20 ;
kfr= —1 | kfr= —1 —
Im . Je ' P Je 5 - 5
12 i)
Q 24 /120y
1 L4 1
x u2 > s 2 >
204 Re Re
.I_
Comentarios

e kf, precisa cair sobre a circunferéncia.

e Se 0y << 1 — kf, fica na parte debaixo do circulo da direita e é quase real.
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e |kfs| € méximo quando 20, = .. 6y = 7/2. Isso faz sentido, pois, lembre
02 4
°°°o<’ que Ciotal = - (20 +1) sin? §,.
%83000 kQ g
3% W

MAPLima Proxima tarefa: determinar os dy ¥ 6
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Determinacao dos deslocamentos de fase
Suponha V(r) = 0 se r > R (alcance do potencial). Para r > R a fungao de

onda é combinacao de ondas esféricas. De fato, é solucao da equacao de

Schrodinger da particula livre, cuja forma geral é uma combinacao de funcoes

Newman, ny(kr), que nao se comporta bem na origem.
de! e

Bessell, jo(kr), que se comporta bem na origem.

Assim, para r > R, onde o potencial é zero, a funcao de onda deve ser uma

combinagao de ny(kr)Py(cos ) e jo(kr)Py(cos ). Ou se quisermos trabalhar

W = jy +ing = lim, o0 B = €272
com funcoes de Hankel
B3 = jo — ing = lim, oo K = — <
A funcao de onda pode ser escrita como
1 .
<x]\Ifl({+)> = 2n)37 Zz%% + 1)A;Py(cosf) para r > R, onde

¢
Ay(kr) = cél)hél)(kr) + cf)hf)(kr). Os coeficientes que multiplicam as
fungoes de Hankel sao escolhidos de tal forma que se V = 0, Ay(kr) fica

je(kr) em todos os pontos. S\ A

UUUUUUU



F789 Determinacao dos deslocamentos de fase

Aula 05 Para’ r > R e R mu1t0 grande VimOS que

(‘l‘) PE COS (9) [ kr B 6—(ikr—€7r)
r1i>I£lO<X‘\IJ 271' 3/2 Z Se r r

que precisa ser Comparado com

Zie(% +1)Py(cos ) lim Ap(kr) =

lim <X‘\IJ(+)> =

)

r—00 (27T)3/2 7 =00
_ 1 Y, . (1) (1) (2) ) (2) _
- (27)3/2 ;z (20 + 1) Py(cos ) Tlggo [Ce hy " (kr) 4+c¢,” h, (kr)]
i(kr—€m/2) —i(kr—0m/2)
; (1)€ (2) €
(QW)B - Zz (2¢ + 1) Py(cos §) [ce —— | —
1 Pg (cos (9) (1)6 (2) € —i{kr—{r)
27r)3/2 Z [26 r 2 r )
§ (usei que #* = ™/ %). Comparacdo direta fornece:
% (1) S . 1 ZQ(Sg e CéQ) — %
oc’% Devolvendo isso em Ay, temos A, = %eiz‘nh(l) + %h@). Mostre que
005 :
RPoo..
535, s . |
(para r > R) | A¢(kr) = "¢ (cosdg je(kr) — sind ne(kr))

MAPLima
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F789 Determinacao dos deslocamentos de fase
2 el A partir de Ag(kr) = €% (cosdy je(kr) — sind; ne(kr)) podemos
Ld_z4g> | Jo(kR) cos d; — nj(kR) sin &y ]
Ay dr 7'r=R Je(kR) cosdp — ne(kR) sin &y

onde j; e 1, sdo derivadas com respeito a kr. Se aprendermos como

calcular [, = ( = kR (

obter [y, podemos inverter esta equacao e calcular d,. A inversao é

relativamente simples. Basta agrupar os coeficientes dos sind, e cosdy.

If—;( o(kR) cos 0y — ne(kR) sin 55) = jy(kR) cos 6y — ny(kR) sin dy ou ainda

Be . . Be .
(ﬁ” — jé) cos 0y = (ﬁm — 772) sin 0, que fornece:

./ L .
tan &y = kRJﬁ(kR) BEJE(kR) ' {Se acharmos [y

kRn,(kR) — Bime(kR) teremos achado 4.

Para determinar 5y, precisamos resolver a equacao de Schrodinger na

regiao do potencial,
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d*uy om_ . (04 1)
gi;(’ dr? (kz — ﬁv -T2 )Uﬁ = 0 onde uy = rAy(r) e up(r)|,—o =0
Og%gyo Integre esta equacao até r = R, calcule ﬁg| solucao € 1guale a Byl sorucao
i interna externa §\",A y

¥ 0
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MAPLima  Note que 8y é um numero real. Tendo ele, calcule tan dy.



F789 Aplicagao: Espalhamento da esfera dura
Aula 05 O problema tridimensional de barreira infinita ou esfera dura é definido pelo

oo parar < R
potencial V'
0 parar > R

Como a esfera é impenetravel, a funcao de onda precisa se anular em r = R.

Isto ja é suficiente para achar J, (nao é preciso calcular 3, neste caso).

Ag(kr)’T:R = "% (cos by jo(kR) —sindg ne(kR)) = 0 = tand, = ne(kR)
jo(kR) = 5zt
Caso ¢ =0 — tandy = —tankR .. 0g = —kR
mo(kR) = —<oEhR
A parte radial da funcao de onda varia da seguinte forma:
s Ag(kr) = % ( cos 0 sin kr  sin dg cos kr ] _ b sin (kr + do) ou
i kr kr kr
- sink(r — R "
5 Ag(kr) = e™o sin k(r ) (note que se ndao houvesse V, Ay = jo = o 7a)
: A kr kr
s Ao
T \
%Pons.
5357; AN\

0% — — §“’4 e
MAPLima R \/ u:z:’w 10



F789 Aplicagao: Espalhamento da esfera dura
ety Ainda para a esfera dura, estudaremos tand, para altas (kR >> 1) e

baixas (kR << 1) energias.

Baixa energia

Golkr) = B
20+ (kR)2£—|—1

Para kR << 1 — tandy = —
e I T T e —
ne(kr) = —Goet
Para ¢ = 0 — tandy = —kR = Jp mesmo resultado que antes que era exato.
20+1

Note que é justo desprezar os d§; para £ > 0, pois tandy o (kr)

do 1 _—
Se 0p = —kR = -0 = = [f(O)° com f(0) = z ;(% + 1)e* sin 6 Py (cos §)
sin? &,
1.2

Truncando a soma, em ¢ = 0, temos f(0) ~ Eewo sindg — |f(0)]* =
do  k*R°
dQ k2

A secao de choque € quatro vezes maior que a secao de choque geométrica.

E - = R? — 04101 = / —d0 = RQ/dQ:MRQ

Baiza energia, comprimento de onda grande, mecanica quantica difere da

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

6§§° mecanica cldssica. Serd que para altas energias teremos Oiotq; = TR??
0% 6 \", y

¥ 11
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AFT8‘(9)5 Aplicagao: Espalhamento da esfera dura
ula
Alta energia

Para kR >> 1 precisamos somar as contribuicoes de 0, que diferem de
zero. Lembre que soma em £ vai até infinito, mas a partir de um dado ¢,
d¢ =~ 0 e a soma pode ser truncada. ¢ esta associado momento angular.
Classicamente L = |r X p| = rpsin# onde rsinf é o “braco de alavanca”,

indicado na figura.

Note que classicamente quando rsinf > R, a particula, com momento
angular superior a Rp, deixa de colidir com a esfera rigida. Com isso em
mente, somaremos em ¢ até £,,,, = kR. Desta forma, a secao de choque

total pode ser escrita por
(=kR
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g;; 47T . 92
‘%%C? Ctotal = 2 Ez: (20 + 1) sin” &,
Qoo =0 g\"’g -
¥ 12
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F789 Aplicagao: Espalhamento da esfera dura

Aula 05
Considerando sin® §; = tan” o, e que tandy = Je(kR)
1 + tan? Oy ne(kR)

je(kR) = 7= sin (kR — (m /2)

temos:

j;(kR)
j2(kR) + n7(kR)’

Para kR >>1
ne(kR) = — 5 cos (kR — {7/2)

sin2 5g =

sin® (kR — {7 /2)

= sin? (kR — {m/2
n® (kR — 0n)/2) + oot (bR —try2) o ( m/2)

e assim sin®d, =

(=kR
4
Agora basta realizar a soma: oyopq; = k—g (2¢ 4+ 1) sin® (kR — ¢ /2)
£=0
Para realizar esta soma, considere dois termos consecutivos da série
4 /—EkR { — (ZK + 1) sin? WY
Ttotal = k—z Z (20+1) sin? dp, isto é e
: =0 V' =0+1— (200 +1)+1)sin®6ppy
% some-os para obter (2¢ 4 1) (sin® §; + sin® 6y 1) +2sin” dp41
A 4 1 devido ao ¢m/2 <1
[« I =
%?,%O g Ar o (=RR (=kR
6?3?30;0 Para finalmente obter oiytq = 72 [ Z (20+1) + Z 2 8in? 0p11 )\“, p—

MAPLima o o) g o0 ' 13
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AFTS‘(?)S Aplicagao: Espalhamento da esfera dura
ula
Note agora que a primeira soma é de uma progressao aritmética e a segunda

¢ uma soma de nimeros menores do que um
/=kR {=kR

47
£=0 £=0
2 em 2 2 em 2
numero de valor

termos X médio este vai com kR

kR 1+2kR+1 (kR)?
Soma de termos da progressao aritmética é igual a 5 X * 5 * oc( 2) :

A segunda soma é linear em kR e pode ser desprezada para kR, suficientemente

grande. Note que se trocdssemos todos os sin? dp+1 por 1 a soma seria kR /2.
47 (kR)?

= ~ 2rR*!! Isso é o dobro

A secao de choque total, é, portanto oiotq; =

da geométrica. Surpreso?

e Um potencial com uma descontinuidade ¢ sempre quantico!

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

e Mesmo comprimentos de onda minusculos percebem a descontinuidade.

o P A
Qo g"’é
MAPLima ey 14
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