F789 Descricao nao-relativistica de uma particula de spin '/
2 gl J& sabemos tratar separadamente as coordenadas externas (com seus graus
de liberdade orbitails) e as internas (com seus graus de liberdade de spin)
do elétron. Agora precisamos juntar os procedimentos e criar um formalismo
para o elétron nao-relativistico (velocidades pequenas comparadas com a da

luz). Um bom comeco é definir observaveis e vetores de estado de £.

(CCOC em &, CCOC em &g CCOC em €&

1) X,Y, Z S2. S, X,Y.Z,S% 8,
Que tal? < 5 2

2)P:C7Py7pz S7SZ Pm,Py,PZ,S,SZ

(3) H,L? L, SRR H,L* L, S%8S,

Uma vez que todos os kets de £ tem o mesmo autovalor de S%, podemos omitir o

autovalor deste operador da lista de autovalores que definem um ket da base de £

(CCOC em & base de expansao de £
4 1) X,Y,Z 82,8, =
£ i, temos | ) £V 2578 (I3 2,9} = {ir) @ o)}
: 2) Py, Py, P., 8%, S, {lpz: Py, p=r €)} = {lp) ® |€)}
2 \3) H,L? L.,S?% 8, {1k, 0,m,e)} = {|k,l,m) ® |e)}
3
g

S2|z,y, z,€) = Sh2|x,y, 2, €
0?830,0 Onde o 1) Y‘Q?,y,z,@ e y‘xjy)z)€> e ’ Yy > 4 ’ Y >

Qoo

o
ook Xz, y,2,€) = z]2,9, 2, €) {

Sz’.ib',y,Z,€> — Eg‘x7y7z7€> &"’A
Y
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Descricao nao-relativistica de uma particula de spin '/
Os outros exemplos ficam:

,
Px‘p$7p 7pz7€> :p33|p£137p 7p27€>
’ _ ! S2‘p$7py7p,%€> — %h2|px,py,pz,€>
02)< Pylpxapy7p27€>_py|pxapyapz7€> e q ‘p oD €>:€E’p oD €>
\Pz‘px’pyvpza€>:pz‘pxapyapzae> e 2R
(
Hk’£7 ) :E k7£7 )
2| el ’ m2 ° S®|k, L, m,€) = %hQ\k,ﬁ,m,O
03)¢ L?|k,l,m,e) = L(L + 1)h2|k, £, m,€) e .
Sz‘k7€7m7€> — €§\k,f,m,e>
| L:|k, £,m, €) = mhl|k,{,m, ¢€)

( 1) <I‘, €|I‘/, €/> — 5(1‘ - r/)56,6’ Se um deles for discreto
2) (pelps€) = 6(p—P)oee /
Ok, k' 00,0/ Opn,m/ O e’
\ 5(]{7 — k/)aﬁ,e’am,m’de,e’

)1 =>, [dr,e)r, ¢ \
Relacao de completeza 2) 1 = Ze f d3p’p7 €> <p’ 6‘ Se ambos forem continuo
00 12
3) L=, >0 Z;:—e \k, l,m,e)(k,l,m,¢|

O exemplo 1) permite escrever um vetor estado qualquer, [¢), na representagao

Normalizacao de sempre <

3) (k, €, m, elk’, &', m’, ')

{|r,€)}, com auxilio do operador unidade, isto é

) = 1) =Y / &rir, €)(r, €|) S e

)
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Descricao nao-relativistica de uma particula de spin '/

e Antes, no espaco orbital, na representacao das coordenadas, o estado era

representado por uma fungao 1 (r). Agora, no espaco extendido, por duas

Y4 (r)=(r, +[v)

funcoes ¢ — surge uma nova notagao, spinor [|(r)= (
A

)

¢_ (I') = <I', — |¢> Note que foi definido na representagao das coordenadas

Como é que fica o bra (¥|? Seguindo a mesma estratégia, temos

— =Y / Brlr, o) ir,d

No espago extendido, o bra (da origem ao adjunto do spinor) é representado

P (r) = @Wlr, +)
por ¢ — 0 adjunto do spinor [1](r) = (3 (r) o*(r))
P (r) = (Plr, +)

Como fica o produto escalar (1)|p)? Estratégia de sempre nos leva a

(Wlo) =Wl =3 /d3r<wrr,e><r,e|so> _ /dgr[<w\r,+><r,+|so>+<w\r,—><r,—\so>],

que pode ser escrito na forma (Y|p)= / Br[]T(r)[¢](r), onde a multiplicacio
R

4.\’ 3
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de matrizes precisa preceder a integracao espacial.



F789 Normalizando um spinor

Aula 07 . ~ . .
"2 e Como fica a normalizacao de [)? Sabendo que (do slide anterior)

() = /dBT[w]*<r> Wl(r) = /d3r[<wrr,+><r,+w>+<w\r,—><r,—|w>],
impomos que ([i) = /d3r 164 (0)2 + [ ()] = 1

e Entre os vetores de £ existem aqueles que sao produtos tensoriais entre vetores

de E:(Jp)) e de Es(|x)), |©) @ |x). Vimos outros exemplos: os 3 dos slide 1.

o) = [ d°r o(r)[r) € &
Note que se |¢) = |p) ® |x), com temos:
X) = cl+) +e|=) €&

ol =( 5 = (50 o) =t (),

{m(r) = (r, ) = (r, +[(lp) @ [x)) = (rlo) (+|x) = p(r)cy
onde usamos

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Qo
9
Oo%

- (r) = (r, =) = ({r, = [(l¢) @ [x)) = (rlp)(=|x) = ¢(r)c_

<§§°§o -
s 0 quadrado da nomas (616) = () ) = s +le- ) [ ot €% (
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Operadores atuando em spinores
Seja [¢)") € £, tal que |[¢") = A[), com [|¢) € E.
Ambos os kets podem ser representados por spinores, [¢](r) e [¢](r). Como

representar A7 Veremos que a melhor forma é por meio de uma matriz 2 x 2, [A].

[¢'](r) =[Al[](r)

e Vimos em F689 (aulall) que se um operador atua somente em um dos espacos

da composicao & ® Eg, ele poderia ser reescrito como 1, ® .S,, para o caso, por
exemplo, de S, que atua em £g. Se um operador atuasse somente em &., por

exemplo, o operador X, em &, ele seria X ® 1 g. Esses dois casos poderiam ser

( 1 0 1 0
S =1, % =n

escritos como matrizes 2 X 2 ¢ na representa¢ao das coordenadas

1 0 \1 x 0
[[X]]X@IlsX@(O 1)(() zc)

Para desenvolver intuicao sobre o assunto, peguemos, como exemplo, o operador

sl =teon (g o) =r(g )= Isawm=n(g ) (555),

\

¢ (I‘) na representacao das coordenadas
ou seja, (1)) = [8:100106) =1 (V")) fo sentido? o @
Y
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e Note que usamos que Sy [1))

Operadores atuando em spinores

e Para entender melhor pegue a ultima expressao do slide 2, e atue Sy pela

esquerda:

Spl) =5, 3 /d?’r\r, ) (r, el =/d3rs+|r, e, 119 + /d3rs+rr, ), — )

ou seja, Sy |y)=|y") :h/d3r|r, +)(r, —|¢) :h/d?’r Y_(r)|r,+), onde usamos
S_|_’I‘, +> =0

que conforme vimos em F689. Agora, para obter |¢)
Sylr,—) = hlr,+)

na linguagem de spinor, multiplique Sy |¢)) = |[¢"), pela esquerda
(r', 4| para obter a componente superior

por = em seguida, integre,

(r', —| para obter a componente inferior

componha o novo spinor, [¢'](r") = ( Yo(r )>, e troque r’ por r, para obter:

H

o0 mesmo que o slide anterior.
spinor, na representagao das coordenadas

)z
x( +;§+;z ):[[s+]][w]<r>- M 6

(5. 1] () = [0/) (x) (
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Operadores orbitais

e Para atuar em spinores (representagao das coordenadas), conforme sugerido no

slide 5, os operadores orbitais (componentes de R e P) serdo representados por

matrizes diagonais (2 X 2). Por exemplo:

[P.]=1{ " hoO
0 %3

2] = (g O)

Isso faz sentido, uma vez que esses operadores atuam somente na parte espacial

P, e Z, ficariam <

e nao alteram o valor de €. O calculo por componente do spinor mostra isso.

he(r) = (r, €| Z|¢) = zip(r) h o

fornecem z e —— Ve

Ye(r) = (v el Pofy)) = § g5 ve(r) i 0z

Como sao iguais nas componentes superior e inferior do spinor, as expressoes

2 e ?% podem ser fatoradas. Para z, temos (:ﬁé’ gD:(zZJ:Eg):Z (zi g;) ’

0 que é equivalente a multiplicar z pela matriz unidade, conforme indicado

. ho . (V) RO (y(r) :
acima. O caso 5, é igual, pois (W_(I‘) =797 \ () él'\lé .

UUUUUUU

Nos exemplos acima{



F789
Aula 07

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Mistura de operadores orbital e de spin
e Alguns operadores que atual em &£ sao misturas de operadores que atuam em &,

com operadores que atuam em Eg.

y

Exemplos <

[S.P]

\

h 0
wLﬂh<iw X )
Zz 2 0 h O

1 Op

0 0 e,
_ A R 9z oz oy
2(O-mPX+O-yPY+O-zPZ>2i<8+i8 8y>
Ox oy 0z

Note que os elementos nao nulos da mistura de operadores sao indicados pelos

operadores de Eg.

Comentdrio

e A representagao de spinores {|r,e)} é andloga a {|r)}. O elemento de matriz

(| Alp) é dado por:

(W] Alp) = / P (] (@)[Allg](r)

onde, [A] é uma matriz 2 x 2. Primeiro fazemos as multiplicagoes matriciais e

depois as integracoes.

e Na linguagem de spinor, como seria a Hamiltoniana de uma particula neutra

de spin 1/2 sujeita & um campo magnético constante na direcao 2?7 Wy A

¥ 8§
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AFT8‘(9)7 Spinor na representagao dos momentos
ulia
Até aqui definimos spinores na representacao {|r,¢)}. O que mudaria para

obter a representacao {|p,¢€)}? Primeiro lembre algumas propriedades da

(autovetores do C.C.O.C. {Pz,P,, P,,S? 5.}

representagao{|p, €)} { (r.€lp.¢) = (r[p)(ele’) = Gtz

L =3 [dp |p,e)p €

Em seguida, lembre o caminho que seguimos nos slides 2 e 3, e escreva:

) =gy =3 / p |, € (D, |t

e obter diretamente |¢) na linguagem de spinor

:  [P4(p) Vi (p) = (P, +¥)
; [v] = ) com
: v-(p) v-(p) = (p, —[¥)
gg O % Note que as componentes sao transformadas de Fourier das anteriores
& .
§Oo° Ve (p) = (p,e) = (p,€] Z/d:gr‘r € (r,e |1) = (or )3/2/d3r€_zp r/mﬂe( )é‘"é
a

MAPLima

UUUUUUU



F789 Alguns calculos de probabilidades de medidas fisicas
Aula 07 o Para calcular essas probabilidades, precisamos juntar o que aprendemos no

capitulo 3 (revisado na aula 1 desta disciplina) e o que vimos até agora sobre
spinores. Nossas interpretacoes probabilisticas comecam com a devida

normalizagao (slide 4):

() = /d?’rw]*(r)m(m _ /d3r o ()2 [ ()] = 1

wts=(119)- (24

e Comecemos por medir simultaneamente posicao e spin ao longo do eixo z
(lembre que nao é possivel medir simultaneamente componentes de spin
em diregoes diferentes, pois elas nao comutam).
Quantos estados, auto-estados de X,Y, Z, e S, podem estar associados aos
resultados da medida x,y, z e €7 A resposta imediata é: um sé, pois X,Y, Z,
e S, formam um C.C.O.C. Uma mais elaborada considera que R tem espectro
continuo e nunca obtemos precisao infinita nas medidas, o que indica que

precisamos ser mais cuidadosos.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

A probabilidade de encontramos a particula em r, dentro do volume d°r, com
o

9855, spin para cima, & d*P(r, ) = |(r, +|0)Pdr = [ (0)]2d% i
MAPLima ¢ Com spin para baixo seria: d*P(r, —) = [{r, —|[¢))|*d°r = |[¢v_(r)|*d*r % 10
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Alguns calculos de probabilidades de medidas fisicas

e E se a componente de spin medida fosse ao longo do eixo x e nao de z. Como

ficariam as probabilidades? Para calcular isso na base original, basta lembrar

4+
que X,Y, Z e S, também forma um C.C.O.C. e que |t), = H_>\/§‘ >

|+), podem ser obtidos diagonalizando S, na base {|=£) }(fizemos isso em F689).

1
ﬁ”rv +> + ‘I‘, _>

A probabilidade de encontramos a particula em r, dentro do volume d>r, com

spin, ao longo de x para “cima”, é: d°P,(r,+) = |({r| ® +])|¥)|?, isto é

d*Py(r, +) = %Kr, ) + (o, =) Pdr = %\Mr) + ¥ (r)Pd’r

Com isso, constrdi-se os kets desejados |r) ® |£), =

e Que tal medir pe S,7

d*P(p, £) = |(p, £|¥)|*d’p = [+ (p)|*d°p

e E se as medidas forem incompletas (sé posi¢ao ou sé spin)?

Por exemplo: a probabilidade de medir posicao achar o elétron em um volume

d’r ao redor de r. Que tal d>P(r) = [|¢y (v)]? + |¥_(v)*]d*r?

Outro exemplo: a probabilidade de medir spin up (S,) independentemente de

onde a particula estd. Que tal d°P / [ (r \2d3r7 )
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