F789 Operador de Translagao

Aula 08
Este operador atua em um estado |r’) de uma particula que se encontra em r’

e a leva para um novo estado, agora |r’'+dr’).

S(dre’)|r") = |r" + dr’)

Operador de

P Fase igual a | por
deslocamento infinitesimal

convencao

Note que |r’) nao é autoket de I(dr’).
O efeito de I(dr’) sobre |a) — S(dr')|a) = %(dr’)/d3r’|r’><r’]oz>

= /d3r’|r’—|—dr’>(r’|a>

= /d3r’]r’><r’ — dr'|a)
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AFT8‘(9)8 Propriedades do Operador de Translagao
ula

1) Se |a) é normalizado — (dr’)|a) também é normalizado
— (a|a) = (ST (dr)I(dr')|a) = 1
basta— ST (dr’)S(dr’) = 1 = ST (dr’) = I~ (dr))

2) Translacao primeiro em dr’ e depois em dr” tem que resultar em dr’ + dr”

S(dr')S(dr') = S(dr’ + dr'”)
3) S(—dr’) = 3 (dr')

4) dlimo S (dr’) = 1 neste limite basta primeira ordem em dr’
r’'—

para representar S(dr’). Adotaremos S(dr’) =1 — iK.dr’

5) Se K., K,,, K, forem operadores Hermiteanos, mostraremos que

S satisfaz as 3 primeiras propriedades
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A'Z:zs Propriedades do Operador de Translagao
Adotamos 3(dr’) = 1 — iK.dr'. Esta escolha satisfaz as 3 primeiras
propriedades:

1) ST (dr")3(dr') =

(14 iK".dr')(1 —iK.dr') = 1 +i(K — K).dr' + O*(dr') = 1 + O?*(dr’)
2) S(dr)S(dr”) = S(dr’ + dr”)

(1 —iK.dr')(1 —iK.dr'") = (1 —iK.(dr' 4 dr’") + O*(dr)
3) S(—dr’) = 3 (dr')

(1 —iK.(=dr")) = 1+ iK.dr') = (1 —iK.dr')! = 3~ (dr")

Uma relacao interessante entre K e R, pode ser obtida a partir das equacoes:

(1) — S(dr")R|r") = 'S(dr’) ey = ¢ |v" + dr')
(2) = RS(dr)|r") =Rl +dr’) = (' + dr')|r' + dr')
Tome (2)-(1) = [R,S(dr’)]|r') = dr'|v’ + dr') = dr'|r") + O?(dr’)

Assim , temos para V |r') — [R, S(dr’)] = dr’
e .. [R,—i(K.dr'")] = —iR(K.dr') + i(K.dr')R = dr’

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Momento como Gerador de Translacao
Qual o significado fisico de K7 Em mecanica classica, uma translacao

infinitesimal pode ser vista como uma transformacao canoénica do tipo

Xnovo =X =x+dx e P,y = P = p relacao que pode ser obtida

da fungao geratriz Fy(x, P) = xP + dxP %xF
X=%p=2+dx

A funcao geratriz Fy(x, P) = xP é a fungao geratriz da transformagao
identidade X =z e P =p .. especula-se (ou se preferir, postula-se) que

K estd de alguma maneira relacionado com o momento linear
P

cte universal com dimensao de acao

K —

J(dr') =1 —K.dr'

P.dr’
S(dr') =1 — i—
h
5 .
Tﬂ — ]—7; mesma que a de Louis de Broglie él[’é



F789 Momento como Gerador de Translacao
Aula 08 p

A relacio [R;, K] = idy; fica [R;, %‘7] = 10;5 — [Ri, Pj| = tho;;

e a relacdo de incerteza ((AA)?)((AB)?) > i|([A,B]>|2, fica

h2
4%

(AR;)*)((AP))?) >
Até agora translacoes infinitesimais. O que muda para translacoes finitas?

Que tal construi-la como uma composicao sucessiva de translacoes infinitesimais?

S(Ar'E)|r") = v’ + Ar't), onde na direcao X, fica:

1Py Ax’ 1Py Ax’
J(Az'%) = lim (1 - ——-)" = — ==
c Star) = Jim == )" =ee )
3 : C o . 1P, Ax , .
¢ Aqui, a exponencial ¢ fungao do operador x = — ; e precisa ser entendida
5:. /B
5P X
oz por exp (x) =1+x+ 55 + - .
Qo0 | .
83%. 2! /’A\tenc;ao. so P, .
e operador =¥ | 5
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AFT8‘(9)8 Momento como Gerador de Translacao
ula

Uma propriedade fundamental das translacoes é que translacoes sucessivas em

direcoes diferentes, digamos x e y, comutam.

/ A
DA Axr'x >oB
Sy e
Y Y
< < Cuidado!
A C
Azr'x
P, A/ P, Az’ P,Ay + P, Az’
S(AY$)S(AZ'R) = exp (= v2Y o P e A

- ) exp (— > ) = exp ( > ) =

iP, Ay iP,Ax’
WY exp (- LA g

iP,Ax'  P2Az'?

[S(AY'Y), S(Az'X)] = 0 56 se [exp (—

B 1P, Ay’ B P5A9/2
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AFT8‘(9)8 Momento como Gerador de Translacao 3d
ula

A hipdtese de que as aplicacoes de operacoes de translacao, em diferentes
diregdes, comutam, implica em [P;, P;] =0 p/ie j=x,y,2. Se as

/ . Va / . / —_— / / ,
componentes de P’ comutam entre si, é possivel construir [p) = |p,,p,, D),

de tal forma que P, |p’) = p.|p’); Py!p/> = p;\P,>; P.lp') =p.|p")

p|P’) = Pelpy) @ |p,) @ [p),)
Podemos definir: |p) = |p;) ® |p,) ® |p,) onde { p,|p’) = |p}) ® Py|p,) ® |p.)
p:p') = |pl) ® |py) ® P:[p.)

Importante:
Note que |p’) é autoket de I(dr’),

S o) = (1 i) = (120 ), pois [P, (') = 0

e / ~ ’ .
O autovalor, entretanto, é complero — (dr’) ndao é Hermiteano
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Operador de Evolugao Temporal

Na mecanica quantica, o tempo t é apenas um parametro. Nao é um operador.
Em t = ty, temos |a,tg). Entretanto, de um modo geral, em ¢, |a, to;t) # |, to).

Por definicao, lim |a,tg;t) = |a, to;to) = |, to).
t—1to

Nossa tarefa é estudar a evolugao |a,tg) = |a) — |, to; t).

A busca de como o estado muda mediante o deslocamento temporal, induz a
idéia de um operador U (t,tg), tal que |a,to;t) = U(t, tg)|a, to).

Chamaremos U (t,ty) de operador de evolugao temporal.

Que propriedades esperamos dele?

¥ 8
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F789 Propriedades do Operador de Evolugao Temporal

Aula 08

1)Unitario. Porque? E preciso conservar a norma. Em que sentido? Que tal

Note o papel da base completa <

y

\

o, to) = Y Car(to)la’) = > [Car(to)]> =1

Observe que, em geral Cy(t) #£ Cy (to)

la, to; t) ZC’ t)la") %Z]C

Para exemplificar, considere |S;,+) em um campo magnético constante na

direcao z. A precessao no plano zy faz com que o estado mude de |S,, +)

para um misto de |S,,+) com |S,,

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

—) e depois s6 |S,, —) e assim por diante.

Tudo isso ocorre, mas (S, +|a, to;t)|* + |(Se, —|a, to; t)|* = 1, ou ainda

2% (o, tola, to) = (a, to; tla, to;t) = 1, Vi
L T
%0 Isso é garantido com U'(t,tg)U(t,tp) =1
¥ 0
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Propriedades do Operador de Evolugao Temporal

2) U(tz,to) == U(tg,tl)U(tl,to), onde (tQ >t > to)

leia da direita para a esquerda

3) Deslocamentos infinitesimais U(tg + dt, tg)|a, to) = |, to; to + dt), onde

1i =1
lim Uty + dt, to)

4) Esperamos que o operador que ocasiona deslocamentos infinitesimais, seja

em primeira ordem em dt, ou seja

Uty + dt, tg) =1 — iQdt

5) QF = Q é suficiente para garantir a unitaridade de U(ty + dt,ty) em primeira

ordem em dt.

U(to + dt1 + dtg,t()) = U(to + dt1 + dto, tg + dtl)U(to + dt1,t0)

Mostre que
N { UT(tQ—th,tQ)U(to—th,to) =1

=¥ 10
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Propriedades do Operador de Evolugao Temporal

De forma similar ao que fizemos com o operador de deslocamento no espaco,
buscamos ajuda na mecanica classica. O operador classico que causa a

evolucao temporal (deslocamento no tempo) é a Hamiltoniana. A proposta é

1 Hdt
h

U(to—l—dt,to) =1-

De novo, o h acerta as unidades. Lembre que i tem unidade de energia x tempo.

B 1Pdx’
h

Poderfamos perguntar se a constante i do operador 3(dz') = 1

1 Hdt
h

é a mesma que aparece em U (tyg + dt,tg) =1 — ? Veremos que sim.

¥ 11

UUUUUUU



F789 Equagao de Schrodinger

Aula 08
A propriedade de composicao de deslocamentos temporais (propriedade 2),
v Hdt
permite escrever U(t + dt,tg) = U(t + dt, t)U(t,tg) = (1 — - WU (t,to),
onde o intervalo entre £y e t nao precisa ser infinitesimal. Reorganizando
esta equacao, temos
1 Hdt
U(t+dt,tg) —Ult, tg) = — Ul(t,to)
ou melhor
Ut +dt, to) — Ut t
ipd b to) = Ut to) _ HU (¢, to)
dt
que no limite de dt indo a zero, fornece
0
ihaU(t, to) = HU(t, tp),
< a equacao de Schrodinger para o operador de evolucao temporal.
% Multiplique esta equacao, pela direita, pelo ket independente de ¢, |, tg)
O
g .0 0
A % ZhaU(t,toﬂ&,t(ﬁ = HU(t,t0)|Oé,tQ> —)Zh§|a,to;t> = Hl&,to;t>
C%?So equagao de Schrodinger a4

MAPLima convencional ¥ 12
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F789 Equagao de Schrodinger e o Operador de Evolugao Temporal

Aula 08 : o . ~
it Encontramos a forma infinitesimal para o operator de evolucao temporal

 Hdt
Ulto +dt, to) =1 — -
Vimos que o operador de evolucao temporal satisfaz a equacao de Schrodinger
., 0 :
zhaU(t,to) = HU(t,ty), com tlg?o Ut,tg) =1

Achamos também a equacao de Schrodinger para o ket |« tg;t)

ih%]a,tmt) = Hla, to; t)

mas como U (¢, ty)|a, tg) = |, to;t), basta resolver a equacao para operador
de evolucao temporal que teremos o futuro do ket. Dividiremos o problema,
em J casos:

1) H(t) = H (Hamiltoniana nao depende do tempo)

2) [H(t),H(t')] =0V tet (Hamiltoniana depende do tempo, mas os H's

comutam em instantes diferentes)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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o&‘%(,? 3) [H(t),H(t")] # 0 parat # t (Hamiltoniana depende do tempo, mas os
N H's nao comutam em instantes diferentes) e}l{’é 13
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AFT8‘(9)8 Operador de Evolugao Temporal
ula

12 Caso: H(t) = H (Hamiltoniana nao depende do tempo)

Zh%U(tv tO) — HU(t7 tO) — U(ta tO) = exXp [_ZH(;_ tO)]

Para provar isso, substitua na equacao de Schrodinger, a expansao:

—iH(t — tp) —iH(t — to) 1, —iH(t—1t9)
—1 —
exp [ = 1 [CE ) S
isso permite encontrar
9, —iH_ 1 —H?2(t —tg)
h—U(t,tg) = 1h — L) =
N Ut to) = ([~ ]+ ] + )
—H(t—t
= H(1+] (h O)]+...):HU(t,t0)
_ note que a solucao respeita a condicao de contorno thn? Ult,tg) =1
‘3 — 0
% Uma outra forma de fazer isso é tomar um nimero infinito de
% evolucoes temporais infinitesimais:
e | H/h)(t —t —iH(t —t
5 im [1 - LI Tl o (T o),
§00° N —o0 N h . -
Qoo &"’A

%® |14
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AFT8‘(9)8 Operador de Evolugao Temporal
ula

20 Caso: [H(t),H(t)]=0V tet (Hamiltoniana depende do tempo, mas

/ . . ~ /
os H's comutam em instantes diferentes). A solugao proposta é:

Ut to) = expl-(5) [ arH ()

to

que pode ser verificada pela estratégia de expansao, como no primeiro caso.
Um exemplo interessante é de uma particula com spin em um campo
magnético fixo em uma direcao, mas variavel no tempo em intensidade
Para perceber que a forma de solucao proposta tem sentido, resolva a

equacao para a fungao w(t)

dw — —ih(t)dt wit) g b _ih(t)dt
ihd_w:h(t)w(t)%_w:A%/ _w:/&
._g dt w h w(t()) w tO h
§ . ! . !
S )" = (%)/ h(t)dt — Inw(t) — Inw(ty) = (%)l h(t')dt!
b to 0
;3; a;é —1 t
°°%<’E e encontre a forma proposta w(t) = exp [(— h(t")dt'], pois w(ty) =1
%0330 n
0000 0 §\",A A

“a¥ 15

UUUUUUU

MAPLima



F789 Operador de Evolugao Temporal

Aula 08 : N ~ ~ : :
A importancia da relacao de comutacao de H’s em instantes diferentes,

vem da propriedade U(to,t1)U(t1,t9) = Ul(ta,tg) que pode ser escrita por
i " i, [ i, ["

expl-(3) [ A HW expl-(5) [ aHE)] =expl-(5) [ arH(E)
ho s, ho Jy, ho Jy,

Note que isso s6 é verdade se exp (A)exp (B) = exp (A + B), e isso exige

|A, B] = 0 (mostre isso, usando a expansao da exponencial em ambos

os lados)

32 Caso: [H(t),H(t')]#0 parat #t (Hamiltoniana depende do tempo,

mas os H's ndo comutam em instantes diferentes). A solucao formal é:

00 : t t1 o1
—1
Ut,tg) =1+ Z(—)”/ dt1/ dts. .. / dt,H(t1)H(t2)... H(t,)
4 h t t t
= n=1 0 0 0
%
¢  Um exemplo interessante é de uma particula com spin em um campo magnético
ggog variavel no tempo em sua direcao e em intensidade.
O(%?é’gyo § Mostre que caso 3 respeita casos 1 e 2. _
000 R

¥ 16
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Teoria de Momento Angular

Motivacao: atomos, moléculas, espectroscopia, simetrias, espalhamento, etc.
Um bom comeco para este assunto: (1) relacionar rotagoes com momento

angular; e (2) relagbes de comutagao:

Comece observando que rotacoes sobre o mesmo eixo comutam, sobre eixos

diferentes, nem sempre:

{ 90°

o

45° 90°

i

. e

Instituto de FisicaGleb Wataghin
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Momento Angular

rotacoes sobre eixos diferentes, nem sempre comutam

R, (90°) R.(90°)
| — A — B
: RZ(QOO)
3 A

~ °  ndituto deFisicaGlebWataghin
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Momento Angular
Vamos mostrar isso quantitativamente. Comecemos representando rotacoes por

matrizes 3 X 3, reais e ortogonais:

Vi
Considere um vetor V.= | V, | . Quando rodamos o sistema (para nés, eixos
V.
V.
nao rodam) as componentes mudam para: V' = Vy’ . As componentes se
V.
| Ri1 Riz Ris Vi
relacionam da seguinte forma: Vo, | = | Ror Ra2 Ras Vy
V. Rs1  Rs2 Rass V.
Vi
A norma ( Vo Vy V3 ) Vy = |V|2 é conservada, se RT R = 1, ou seja,
V.
se R é ortogonal, temos.
Va Va
(v vp Vi)l vy | =IVIP=(Ve V, V. )R'R| V, | =|V*.
Vi V.
=¥ 19
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Momento Angular
Comecemos com uma rotacao de ¢ ao redor do eixo z. A matriz que representa

esta operacao é dada por:

cospy —sinp 0 T =T Ccosp —ysing
R.(p) =1 sinp cosp O o que implica em: ¢ ¢y = zsinp + ycos
0 0 1 Z =z

Observe que, por convengao, estamos rodando o vetor (sistema) e nao os eixos,
mas as convencoes estao relacionadas: rodar o sistema mantendo os eixos fixos

é equivalente a manter o sistema fixo e rodar os eixos ao contrario.

% Por convencao ¢ > 0 no sentido anti=horario. Fica mais facil ver

a matriz acima, se mantivermos o vetor fixo e

y " rodarmos os eixos ao contrario.
. —> A
/
x} [~ ' - y' /:xCOSSO—yCOS(%_SO)
. g 2 >y Y- 7% onde: ¢y = xsinp+ ycosy
1
i 2=z
‘/ | >
T
. 2
¥ 20
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F789 Momento Angular

Aula 08 :
cosp —siny 0
Olhando para R,(p) = singp cosyp O podemos obter a matriz que
0 0 1
gera rotacoes infinitesimais ao redor de z. Basta tomar ¢ = € pequeno. Isto é:
1 — % —e 0
R.(¢) = € 1 — % 0 | . Para obter as matrizes que rodam e sobre os
0 0 1
outros eixos, rode ciclicamente em z(z"), y(y') e z(z') a expressao
/ e
o =a(l-5) - ye Y o=y(l-5) e
2
y =xze+y(l— —) por exemplo { 2’ =ye+2(1—5)  fornece
2=z v =
1 0 0 T =Y, Y2 2T
§ R.(e)=1 0 1—% —€ com < x' =y y =2 2=
2
% 0 € =5 R.(€) = Ra(e)
;s 2
833(”% 1-5%5 0 €
%(".;3, £ De forma similar, obtenha R, (€) = 0 1 0
3% 2 _
5?000 —€ 0 1-— 5 R\ A
¥ | 21
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Algumas observacoes

1-% 0 €
2
Note agora que R, (€)R,(¢) = €2 1 — % € e que é diferente de
—€ € 1 — ¢
1 - % €2 €
R,(e)R;(€) = 0 1 — % € e que a diferenca
—€ € 1 — ¢

0 —€* 0
Ry(e)Ry(e) — Ry(e)Ru(e)=| € 0 0 | =R.(e?) —1=R.(€°) — Ry(0)

0O 0 O

onde todos os termos de ordem superior a €2 foram desprezados. Esta relacao
sera util para deduzirmos relagoes de comutacao de momento angular em

mecanica quantica.
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Por exemplo {

Operador que roda kets
Como caracterizar rotacoes na Mecanica Quantica? Dado R,

matriz 3 x 3, associamos a ela D(R), um operador, tal que:

) r = D(R)|a)

que representa |a).

279

Veremos que rotacao infinitesimal é uma forma de definir D(R).

Chute D = U, =1 — iGe com G sendo um operador Hermiteano.

nspirad {G = B2 p/ translagao, onde € = dx’
nspirado em

G = % p/ evolugao temporal, onde € = dt,

N =2 — spin &, D(R) — matriz 2 x 2
N =3 — spin 1, D(R) — matriz 3 x 3, etc.

A representagao matricial de D(R) depende da dimensao do espago

o que esperar? G = %‘; p/ rotacao ao redor do eixo k, onde € = dp.

Adotaremos a notagao mais geral: D(n,dp) =1 — z?dgp, onde D

é um operador que, com auxilio de J, roda kets quando o sistema é

rodado de dy ao redor de n. Nao definimos J = x X p, pois queremos

algo mais geral para tratar spin também.

NG

¥
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Rotacio finita Rotagoes finitas e algumas propriedades

. J. o N Jp Jp JFe?
Do(e) = Jim [1 =i ()] =ew (—imm) =1 —im = =0

Postulado: D(R) tem o mesmo grupo de propriedades que R.

(1) Identidade: R.1 =R — D(R).1 = D(R)

2) Fechamento: R1 Ry = R3 — D(R1)D(R2) = D(R3)

Ou seja, < 3) Inversa: RR™'=R 'R=1— D YR)D(R)=D(R)D"Y(R)=1
4) Associativa: Ri(RoR3) = (R1R2)R3 = R1RoR3 —

| D(R1)(D(R2)D(R3)) = (D(R1)D(R2))D(R3) = D(R1)D(R2)D(R3)
Como ficaria a propriedade 5) R, (€)R,(€) — R,(€)R;(€) = R, (€*) — 17

J.  J2e2 J J2 e J J2 e J.  J2e2
(1—ife— 2 Y(1—ile— 22 ) - (1—ile— 0 )(1—ite— 220 ) =
h 2h? h 2h? h 2h? h 2h?

J

:1—%58—1
’0%1—1:1—1%0—0

. q <e—> ']he—z Py e+z Ye=0—0=0

ermos em ordem . 2 2 Jz 2 2 2 2 2 g2
¢ %_ngg ~ S~ o +JJ + S+ He = i
\ou seja: Sy Jy — JyJy = ihJ, — Sz, Jy| = ihJ,
o iy v, A

Generalizavel: |J;, J;] = ihe; i Jk }}L’é 24
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