AFT8‘(9)9 Adicao de Momento Angular - Introdugao
ula
Revisao da Mecanica Classica - um bom comeco

e Considere N particulas classicas. O momento angular total £ deste sistema
com respeito a um ponto fixo O é o vetor soma dos momentos angulares
individuais das N particulas com respeito ao ponto O.

N r; vetor, cujo modulo é a distancia
L= Z L, — L; =r1; X p;, onde entre O e a particula i, direcao O—i.
=1 p; ¢ o momento linear da particula.

e Como seria o torque total (soma dos momentos das forcas atuando no sistema),
em relacao ao ponto O7 Esse torque, 7, é definido por

(r; vetor, cujo médulo é a distancia

entre O e a particula 7 (ponto de

N
T:Z'H:’E:I’iXFiOHde {

aplicagao da forca Fj;), direcao O—i.

i=1

< | F'; é a forca atuando na particula.

5 ,

8 se as forcas externas forem zero

- . .

: ir (sistema isolado).
° 3
?,gg(’% L é constante, se T = - = 0 ¢
mo Qoo 5
6?;?000 se todas as forgas externas i
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v,
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Adicao de Momento Angular - caso de duas particulas classicas

e Considere 2 particulas classicas, (1) e (2), sujeitas a mesma forca central

(que pode ser criada por uma terceira particula suficientemente “pesada”,

para permanecer sem movimento na origem).

e Se as duas particulas nao exercem forcas uma na outra, seus momentos

angulares £1 e Lo, com respeito ao centro de forca O, sao ambos constantes
de movimento. A tnica for¢a atuando sobre a particula (1), por exemplo, é

direcionada a O; seu momento com respeito a esse ponto, é, portanto, zero,

. dLy , . ,
assim como ——. £ é, portanto, uma constante de movimento (L, também).

dt

e Se as duas particulas exercem forgas uma na outra, a forga da (2) sobre a (1),

por exemplo, pode gerar um torque diferente de zero com respeito ao ponto O.
Consequentemente £1 nao é uma constante de movimento. Entretanto se a
interacao entre as particulas respeitam o principio de agao e reacao, o momento
da forca de (1) sobre a (2), compensa o da (2) sobre a (1) e a soma dos momentos,
devido a essas forcas internas, se anula: o momento angular total se conserva ao

longo do tempo (constante de movimento).

e Desta forma, em um sistema de particulas interagentes os momentos angulares

internos podem ser transferidos de uma particula para a outra, mas A A
¥ 2
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o momento angular total pode ser uma constante movimento.



F789  Adicao de Momento Angular - caso de duas particulas quanticas
Al 0N Considere, agora na Mecanica Quantica, o exemplo anterior de um sistema

de duas particulas. No caso das particulas nao interagirem (representacao
FLQ
Hy = =501+ V()
{r1,r2}), podemos escrever H = Hi+ Hy
Hy = == Ay + V(ry)
2 = —g,;R2 1+ VI(r
Note que V(r)=V(r) (central). Nesta condicao (No capitulo 7 de F689),
[Lla Hl] — 07
sabemos que
Lo, Hy] = 0.

Sabemos também (capitulo 2 de F689) que observaveis de particulas diferentes

[Lla H2] — Oa

comutam
Lo, H1] = 0.

Isso permite concluir que L; e Ly sao constantes de movimento.

Suponha que elas interajam com um potencial do tipo v(|r; —rs|), que depende

apenas da distancia entre elas |r; — ra| = /(21 — 22)2 4+ (y1 — y2)2 + (21 — 22)2.

(L1, v(|r1 — r2])]

(L2, v(|r1 — ra|)]

e - . . S A
e precisam ser calculados. Vamos fazer isso em coordenadas cartesianas.§ " 2
Ima 2
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A nova Hamiltoniana é: H = Hy+ Hy+v(|r; — ra), onde {



F789  Adicao de Momento Angular - caso de duas particulas quanticas

Aula 09 ¢ poy exemplo, comece por
h 0 0 : \
(L1,,H) = [L1,,v(|r; —ra]] = [:1:1 — y1 —,v] que quando aplicada a
01 Oxq
Y(ry,ra), fica
g —ng)00) = vy — g W) = Lo — )
quantidade que nao é zero. Se tivéssemos feito com Ls., obteriamos
Lo Ho = S (o2~ ).
e Para L, = L1, + Ls,, basta combinar os dois resultados:
h ov ov ov ov

[le +L2z,H]¢ = (1'18—1 - 916—5[;1 +$28—y2 — yza@)@b

Jv  Ov Or _U,(?\/(m —2)% + (y1 — y2)* + (21 — 22)?

e Note, no entanto, que

3 0xq ~or or; Oxy
z %, — 9 _
% ou seja — 2 = (21 = z3) De forma similar, obteriamos s = (w2 — 71) e
% 6371 ‘I'l — I’Q‘ axQ ‘rl _ r2‘
: 9 B 5 B
o:./WlZ para as coordenadas y, 7Y :U’M; ov :U’M
%%%OE oy Ir] — 1o 0o vy — 1o

5

»s o Juntando tudo, concluimos [L,, H| = [L1, + La,, Hl =0 — L, é uma R
4.\' 4
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Adicao de Momento Angular - caso de uma particula com spin

Aula 09 ¢ Até agora, consideramos que as particulas ndo tinham spin. Suponha agora
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uma Unica particula com momento angular orbital e spin. Suponha que ela

esteja sujeita a um potencial central V (r). Nestas condigoes os operadores

2

de spin comutariam com a Hamiltoniana do sistema H = 5 +V(R)ea
[

presenca do spin apenas aumentaria a degenerescéncia do sistema, pois a
particula com spin para cima e para baixo tem o mesmo espectro. Isso fica
mais interessante quando agregamos uma correcao relativistica que diz que
o momento magnético orbital interage com o momento magnético de spin

via um termo do tipo (serd estudado mais tarde): Hgo = £(r)L.S

L, H 0
e Analogamente, é possivel verificar que | so] 7 mas [S,+ L., Hso]=0
1S, Hso] #0
[LZ7 HSO] — g(T)[sz LSy + LySy + LZSZ]
Para tanto basta calcular direto,

[S.., Hso] = €(r)[S. Lo Sy + LyS, + L.S.]

[LZ, HSO] = Zﬁf(T)(Lysx - LmSy)

[Sz, HS()] = Zﬁf(T)(LxSy — Lny)

W A
e portanto, para Hso = &(r)L.SeJ =L+ S = [J,,Hso] =0 %\.\é 5
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Aqui ) podeser Lou S

pois sabemos que |J;, J;| = the; i Jk {



F789 Adicao de Momento Angular - caso geral

Aula 09 ) J— Ly + L,

e Nos dois exemplos { — generalizados para J = J; + Jo,

b) J=L+S
H
vimos que J1, Hl #0 mas [J, H] = [J; +J2, Hl =0 onde H = Hy + v(F)
[J27H]7é0 VSO

P
caso 1 (v(R)) = Hg = o T o T V(R1)+ V(R2)
e Para o pedaco Hy de H < e
caso 2 (Vso) — Hp = g—j + V(R)
{H07 L%a L%, le; LZz}
as bases naturais seriam de autokets de que podem ser
{HOa L27 S27 Lz> Sz}

generalizadas para {Ho,J7,J3, J1., J2.} (simples “juncdo de espacos”).

J=L; + Ly
e Para H a base natural é de autokets de {H,J*, J,}, com ou
J=L+S

E tentador colocar nessa base J % e dJ %, mas para isso, teria que convence-lo que

P { 3%, H) = (33, J7]
|
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[J2,J.]=0 | para os casos acima, isso é verdade
(32, .7.]=0 A,

¥ 0
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J2 H|=[J3, J? apenas para Vgo.
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e Verificaremos, caso a caso, os valores de

Adicao de Momento Angular - caso geral
(I, H]; (31, 3%]; (31, T2
(I3, HJ; (33, 3°]; (I3, J:].
Comecemos com os comutadores que envolvem apenas momento angular, como
por exemplo, [J%,J?] = [J%,(J; +J2)%] = [J1, T2 +J5 4+ J,.J5 +J1.J5] =0, pois
J % comuta consigo mesmo, com qualquer de suas projecoes (J1.J2 é uma de suas
projegoes) e comuta com qualquer observavel do tipo 2. Por razoes semelhantes
7, J2) = [J5, 7] = [J5, J.] = 0.

[J2, Ho] = 0 caso 1: [L{,v(R)] = [L3,v(R)] =7
Como falta mostrar que

(J2, Ho] = 0 caso 2: [L?,Vso] = [S?,Vso] =0
O caso 1 segue a légica do slide 4, exceto que nao ha razao para cancelamento
das contribuigoes.
O caso 2 é simples, pois Vgo = £(r)L.S, pode ser entendido como uma projegao

L (todas comutam com L?) para concluir que [L?, Vso] = 0

de ou

S (todas comutam com S?) para concluir que [S?, Vso] = 0

e Entretanto, se retirarmos H podemos inclui-los:{J5,J3,J% J.} e RN

¥ 7

UUUUUUU

buscar uma relagao desta base com a de autokets de {J %, J g,le,ng}.
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Adicao de Momento Angular: bases interessantes

e Em seguida,

estudaremos a relacao entre as bases do slide anterior, envolvendo

{J%V]%) le, JQz} — base 1

apenas momento angular, isto é, de autokets de e

{J%,33,J%,J.} — base 2

e Comecaremos por um método relativamente elementar de duas particulas com

spins 1/2. Para simplificar consideraremos que apenas os graus de liberdade de

spin sao importantes. Chamaremos eles de S; e S, 0s operadores de spin das

duas particulas.

e A base 1, de autokets de S%, S%, S1. e S5., é naturalmente criada pelo produto
tensorial |617 62>: ‘€1> ® ‘€2> — H:> ® |:|:>?0u Sejaa {H_? +>7 H_a _>7 ’_7 +>7 ‘_7 _>}

Nesta base <

rS%|€1,€2> = %h2|€1,€2>
S%‘Gl,€2> = %h2‘€1,62>

\523’617 €2> = 62%71\61, €2>

S%, S%, S1. e Sz, constituem um C.C.O.C. (as primeiras duas observaveis sao,

de fato, multiplas do operador unidade e o conjunto se mantém completo,

mesmo que elas sejam omitidas.

¥ 8
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F789 Adicao de Momento Angular: bases interessantes
Aula 09 & para escrever a base 2, precisamos definir S = S; + S, e obter (aprendemos

na disciplina de F689) que se somarmos momentos angulares, obteremos
momento angular, ou seja, um operador vetorial, cujas componentes
comutam como momento angular. Isso pode ser obtido de forma direta:
1Sz, Sy| = [S1z + S2z, S1y + S2y| = [S12, S1y] + S22, S2y| = thS1, + RS2,
ou seja, [Sy, Sy| = ihS,, conforme esperado entre componentes cartesianas
de momento angular.

e O operador S? pode ser obtido por (S; + S2).(S1 + S2) = S1% + 82 +2S,.S,,
onde S; e Sy comutam. O produto escalar S1.S5 pode ser expressado em

termos dos operadores S14, 51,52+, € So,. Mostre que
1

S1.S2 = S12522 + S1452y + 51252, = §(S1+52— + S1-594) + 51,5,

Sz, S%] — [Smsg] =0
Mostre também que < [S?,S%] = [S?,S3] =0

[Sza Slz] — [527 SQZ] =0
Note, entretanto que [82, Slz] = [812 + Sg + 251.S,, Slz] = 2[81.82, Slz], ou
Seja [827 Slz] — Q[SleQw + SlySQy + SleQm Slz] - 27/7:5(_51y52x + Sl:cS2y)-

99°  Similarmente [S?, S5,] = 2ih(—S2,S1s + S2.51) € .. [S%,S.] = 0. A
MAPLima “a¥ |9

UUUUUUU

Instituto de Fisica Gleb Wataghin



AFT8‘(9)9 Adicao de Momento Angular: relagao entre bases
ula

e A base 2, de autokets de {S7,S3,S%,S.}.Veremos mais tarde que estas

observaveis também formam um C.C.O.C. Sabemos que a base 2 sera
certamente diferente da base 1, de autokets de {S7,S3,51., S2,}. Isso
ore {[s?, S1:] = 2i(=S1yS20 + S1252y) # 0

[S%, Sa.] = 2ih(—SayS1z + S2:51y) # 0
Chamaremos os kets autokets de {S7, 83,52, 5.} de |S, M). Esse kets
(S%|S, M) = 3h?|S, M)
S2 |S M) = 3h?|S, M)
S2|S, M) = S(S + 1)R?|S, M)
LS, S,M> = Mh|S, M)
e Sabemos que S é momento angular. Portanto S, é inteiro ou semi-inteiro

positivo e M satisfaz — S < M < 4.5, pulando de 1 em 1.

e Nosso problema é descobrir quais sao os valores possiveis para S, supondo

respeitam as equacoes <{

S1 =853 = 1/2 e expressar os kets da base |S, M) em termos dos kets da
base 1.

e Vamos fazer isso, de forma relativamente simples, escrevendo S? e S, na

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

90°  base 1 e diagonalizando matrizes (quase diagonais) 4 x 4. R
MAPLima v"\' 10
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Relacao entre bases: caso de duas particulas de spin '

e Para obter a relacdo entre as bases de {S?, 83, S1,,5.} e {S?,83,8%, 5.},

dadas por:
S?ler, e2) = 2h2|eq, €2) (S2|S, M) = 2h2|S, M)
s2 = 312 S2|8, M) = 2K2(S, M

Base 1¢ 2len €2) = 1|€1’€2> e Base 24 3]5, ) = ‘S >2
Slz|€17€2> — €1§h’€17€2> S ’57 M> ( )h "97 M>
| S2.|€1, €2) = ea3hler, €2) | S.|S, M) = Mh|S, M)

é importante perceber que S, comuta com todas os operadores que definem

a base 1. Isso implica que S, é diagonal nas duas bases. O calculo é direto:

1
S.le1,€2) = (S12 + S2z)|€1,€2) = 5(61 + €2)hler, €2)

1
Portanto, |€1, €2) é autoestado de S, com autovalor Mh, e M = 5(61 + €3).

e (Quais sao os autovalores possiveis de M, considerando que €¢; = %1 e €5 = £17

(+1 = |+, +)

—1 = —, —
Aplicacao direta da féormula acima, fornece M = 1,0, —1 < | + > >
0— { N

= +)

Os autovalores =+ 1 nao sao degenerados e o 0 é bi—degenerado (-, V A

combinagao de |+, —) e |—,+) é autoket de S, com autovalor 0A).
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F789 Relacao entre bases: caso de duas particulas de spin /2

Aula 09 ) o
e Representacao matricial de S, na base 1:

)]+ -4l
/ 1 0 O 0
| 0 0 0
0 0 0

Ko 0

—1
e Diagonalizaciao de S* na base 1, {|e1), €2)}.

"
4+

S, =

P N P

[S%,51.] #0
[S2,55.] #0
e Como calcular elementos de matriz envolvendo S?? Use (slide 9) que:

1) 8% = (S1 4+ S2).(S1 + S3) = S1° 4+ S2 +28,.S,,

Por que sabemos que S? ndo é diagonal na base 1?7 Porque {

1
2) S1.82 = 514524 + S14 52y + S1:52, = 5(51+52— + S1-524) + 5152

+)

§ para obter: S2 =8;%+ S% + 251,52, + S1452_ + S1_S554. Aplique (verifique):
3 3 3 1
; SQI++>:(Zh2+1h2)|++>)+§h2)!++>:2h2|++>
cc;o“ :qg: 3 3 1
S DE 8%+ o) = (Gr 4 T0 + ) = A+ =) B =) = B+ =)+ | -
s+ 47 4 2
T S - =R -+ ) S =2R7 - ) e,
“a

MAPLima
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F789 Relacao entre bases: caso de duas particulas de spin /2

Aula 09
e Representacio matricial de S? na base 1({]e;), e2)}) :

[+ =H==)

(++ 2 0 0 0
5. (+—] .21 0 1 1 0 : :
S = (- + h 0 1 1 o |7 uma matriz bloco-diagonal.
(— — 0O 0 0 2

e Basta diagonalizar o bloco 2 x 2 (faga em casal)

(82)0 = h° ( b1 ) — %G + _> + | - +>> para o autovalor 2h2
b %G + —) — | — +)) para o autovalor 0A?

e Aprendemos, portanto, que S? possui dois autovalores distintos, 0% e 242, O

[+ +)
primeiro é ndo-degenerado e o segundo é 3-degenerado { | — —)
: (11, +1) = + )
8
. : E com isso, obtemos < L-h=1--)
P ’ 1,00 = L0+ =)+ —+)
CA 10, 0) = J=(I+ =) — |- +))

MAPLima
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F789 Caso de duas particulas de spin /2: comentarios
Aula 09 o Para o sistema de duas particulas com spin 1/2, a base 1 (dada pelos kets

{le1), €2)}, autokets de S?,832,51,,So.) forma um conjunto completo, isto é

descreve qualquer ket e qualquer operador relacionados a parte de spin do
sistema. A base 2 (dada pelos kets {|1,1),]1,0),|1,—1),|0,0)} autokets de S?,

S%, S?, S,) também forma um conjunto completo neste espago. Note que o
espaco foi definido pela nossa escolha S; = Sy = 1/2.

e Reconhecemos que {|S, M)}, com S =0 e 1 e todos os valores de M possiveis
para esses valores de S, é uma base completa, pois ela é feita de quatro kets
ortogonais que descrevem todos os vetores da base (completa e de mesma
dimensao) {|e1), €2)},

([1,+1) = | ++) (| ++) =1, +1)

1,-1)=|--) |—=)=11,-1

> 1

isto é < =

: 1,00 = 5(+-)+]-+) [+ —) = 75([1,0)+10,0))

: 10, 0)=L(l+ =)= 1-+) |-+ = (1,0 —10,0))

O

2 o A familia de kets {|1, M)} com, M = —1,0,1 constituem os chamados estados
3305 tripletos e |0,0) é conhecido por singleto. O tripleto é simétrico na troca
Pons. , : , C e ,
dfgfooo de particulas e o singleto é anti-simétrico na troca de particulas. i

Qoo . , e an . &"’A ar

MAPLima  1SSO sera importante quando estudarmos particulas idénticas. =¥ 14
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