F789 Momento Angular na Mecanica Quantica

Aula 10
e O operador momento angular J satisfaz as relagoes: |J;, J;| = ihe; i Jk.

o J2k,j,m) = j(j +1)h*|k, j,m) = com j > 0.
o J.lk,j,m) = mhlk, j,m) = com —j <m<j
0sem=—j

o J_=J,—1iJ, Coka,j,m>{O<kjm1> sem > —

J2J_|k,j,m) = j(j + 1)R*J_k,j, m)
Para m > —j, isso significa que

J,J_|k,j,m) = (m — 1)hJ_|k,j,m)
ou seja, J_|k,j,m) é autoket de J? e J, com autovalores j(j + 1)h? e

(m — 1)h, respectivamente.

, , 0sem=y
o J, =J,+1J, com J+k’j’m>{o<kjm+1> sem < §

! T2 Iy |k, j,m) = §(j + D)R*J 4|k, §,m)
5 Param <}, isso significa que

) T Tk, jym) = (m+ 1)RJ4 |k, j,m)

93 g . . , o
%8? F'=  ouseja, Jy|k,j,m) é autoket de J? e J, com autovalores j(j + 1)A? e
3)3“3’0 . .
(m + 1)h, respectivamente. S ’é
) 1

MAPLima
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Momento Angular na Mecanica Quantica

Quando |k, j,m) esta normalizado, J+ gera kets normalizados, se usarmos:

Jilk,j,m) =h\/j(G +1) —m(m £ 1)|k,j,m£1)

Definimos um subespaco £(k, j) de vetores com o mesmo k e j e diferentes m's.
O subespaco £(k, j) tem a dimensao 2j + 1. O espago £ pode ser considerado
como a soma direta dos espagos ortogonais £(k, j), isto é & = Z E(k,7).
k.j
Propriedades de £(k,j)
E(k,7) é (2j+1)-dimensional.
E(k,7) é globalmente invariante sob acdo de J?,J, e J+ (de fato YF(J), ou seja
(K, ", m|F(J)|k,j,m) x g 10 ;.
Dentro do subespaco £(k, j), os elementos de matriz (k,j, m'|F(J)|k, 7, m) nao
dependem de k. Para entender o significado de k, escolhemos um operador A,
tal que {A,J% J,} é im C.C.0.C. Construimos {|k, j,m)}, como solucdes de
Alk,j,m) = ak j|k, 7, m).

O indice k distingue os aj ; com o mesmo j.
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F789 Somando momentos angulares. Caso geral.
Aula 10§ Como somar momentos angulares na mecanica quantica? Um bom

comeco: definir o espaco de estados. Que tal: £ =& ® & onde, ki e ky sao

(&1 = D g, E1(k1, 1)
&2 = 2g, E1(k2J2)

a (unido de dois sub-sistemas, : .
XOS € 4 = @; = soma direta em j
N (1) e (2). Por exemplo, duas

particulas. Ou ainda, o

X | espago de spin + espaco orbital.

(33K, j1,m1) = j1(j1 + 1DR2|k1, j1,m1) = com ji > 0.
o &1 4 Jizlki, 1, ma) = mihlk, ji,mi) = com — 51 <my < gy
| it k1, g1, ma) = i/ (G + 1) — ma(ma £ 1)|k1, 51, ma £1)

(J33|ky, jo, ma) = ja(ja + 1)B2|ka, ja, ma) = com jy > 0.

s ® &2} Joz|ka, G2, ma) = mahlka, j2, m2) = com — ja < mo < jo.

% | Jox| k2, 2, ma) = hin/j2(j2 + 1) — ma(ma £ 1) |ka, j2,mo £ 1)

% o &= 25(k1,k2;j1,j2) com &(k1, k2; j1,j2) = E1(k1, J1) @ E1(ke, j2)
ggO§ b Globalmente invariante sob acdo de J%,J3, J;, e Jo..
O&%’g:o_ o g(kth;jlan):{‘klakZ;j17j25m17m2>}E{‘k17j17m1>®‘k27j27m2>}

Qoo . - . . p . . \"’ o
e A dimensao de E(kq, ka; j1,72) é (271 + 1)(2j2 + 1). S'2.

MAPLima - 3
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Somando momentos angulares. Relagdes de Comutacao.

Considere J=J1+J5, onde J; atua em &; e Jo atua em &;. Misturas de J; e Jo,

inclusive a soma, atuam em £ = &; ® &s.

[Jli, Jlj] = ihéijkjlk J = J1 -+ Jz
Sabemos que se q [Ja;, Joj| = iheipdor = (J=J1 @1+ 1®Jq
[J1i7 Jgj] =0 [JZ, Jj] = Zhaka

A escolha do eixo z, permite escrever um base de autokets de J* e J,, onde
Jr = J1z + Jaoz.
[J., 1] = [J:,35] = 0
E ficil mostrar que (mostre) < [J2,J2] = [J2,J2] =0
|1z, J2] = [J2z, J.] =0
Entretanto, J 2 nao comuta com J1., nem com Jy,, embora comute com a soma
(32, J.) = [J?%, J1. + J2z] = 0.

J2=J2+J35+2J,.J,

Faremos uso das relacoes ) 5 5
J° = Jl —+ J2 + 2J1,J0, + J1_|_J2_ + J1_J2_|_

Jie = Jig £ |
onde { 'E T TN g = gy 4 Joy = Jy £,
Jox = Jog £ 1oy

¥ | 4
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F789 Somando momentos angulares. Caso geral.
Ala 10 Por construcao, £(k1, ka; j1, jo) = E(k1,j1) @ E(k2; j2), entendido por:

E(k1, ka3 1, J2) = {1k1, k23 71, Jos ma, ma) } = {|k1, j1, m1) ® |k2, j2, m2)}

é globalmente invariante sob a acdo de J%,J3,J1, e Jo,. Isso ocorre,
uma vez que E(k1,j1) é globalmente invariante com respeito a qualquer
fungao de J1, £(ks,j2) é globalmente invariante com respeito a qualquer

fungao de Jo e operadores de £(k1, j1) ndo atuam em E(ks, j2) e vice-versa.
e Dito isso e como J %, J 3, J? e J, sdao operadores que podem ser escritos como
5 J2=J2+J2+23,.J
funcoes dos operadores J; e Jo, uma vez que 1 2 2
Jz — le + J2z
é correto afirmar que £(ky, ko; j1, j2) também é globalmente invariante sob

acao de J %, J %, J? e J,. Isso permite concluir que esses operadores sdo, na
pior das hipéteses, bloco-diagonais em & = Z E(k1, ko391, 52)-
Pk :Pks:Pj1:Pjs
e Isso é o mesmo que dizer que, para qualquer que seja a funcao F'(J1,Js),
vale: (ki, ka; ji, jol F'(J1, J2) k1, kS5 31, 2) X Oy ket Ok ket 05 379

1,Jq ]Qajé'
e O que precisamos fazer é diagonalizar J7,J3,J? e J, no sub-espaco (bloco)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

d{?ooo E(ki,ko; j1,7J2) e perceber que esses operadores formam um CCOC A A
a2

MAPLima  Deste sub-espago. Sera que ja sao diagonais? ¥ 5
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Somando momentos angulares. Caso geral.

A resposta é sim para J%,J5 e J,, pois eles comutam com todos os operadores
que definiram & (k1, k2; j1, j2), mas, ndo para J2, pois [J?, Ji,] # 0 e [J?, Jo.] # 0.
Estamos atras dos auto-estados simultaneos de J f, J 3, J%eJ,, sabendo que serdo
combinagoes dos {|k1, ko3 j1,J2) }-
Na aula passada, obtivemos na forca bruta (diagonalizando J#) o caso de duas
particulas com (somente) o grau de liberdade de spin, isto é j; = 1/2 e jo, = 1/2.
Como esses resultados nao dependem de ky e ko (ver slide 2), daqui para frente

E(k1, k23 j1,72) de E(j1, j2)
chamaremos

k1, k23 J1, J2; ma, me) de |j1, ja; m1, ma)
Fizemos coisa semelhante na aula passada no caso das particulas de spin 1/2.
Como nao sabemos quais valores, J's autovalores associados a J2, (e se repetem)
na construcao de £(j1,j2), escrevemos por enquanto que procuramos por
E(k,J) tal que £(j1,j2) = Zé’(k, J) — k pode ser 1til, caso J se repita.

O

Serd que os valores de J repetem? Quantos k's sdo necessdrios?

Quais valores de J participam dessa soma direta?

¥ | 0
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F789 De volta ao caso de duas particulas de spin Y2 (aula passada)

Aula 10 ~ i
f e Achamos na aula passada, a representacio matricial de S? na base 1({|e;),e2)}):

[+PI+=H-=

(++| 2> 0 0 0
S2 = éi_ _T_ g h? 8 1 1 8 , uma matriz bloco-diagonal.
(— | 0 0 0 2

e Diagonalizamos o bloco 2 x 2.

(52)0 — j2 < 1 1 ) _ %(‘ + —) + | — +)) para o autovalor 2h>
b %(\ + —) — | — +)) para o autovalor 0A?

e Aprendemos, portanto, que S? possuia dois autovalores distintos, 0A* ¢ 2h2. O

[+ +)
primeiro, nado-degenerado, e o segundo, 3-degenerado { | — —)
Z(+=)+1=+)
: ([1,+1) = | ++)
% E com isso, obtivemos < L=l =1==
33;(’:% ’ L 0)=—>5(+-)+[-+)
. 0, 0) = (| +—)— | - +)
3)8“"’5’0 (' 2 RN o
¥ | 7
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F789 Caso de duas particulas de spin /2: comentarios (aula passada)
Aula 10§ para o sistema de duas particulas com spin 1/2, a base 1 (dada pelos kets

{le1),€2)}, autokets de S7,83,S1.,55.) forma um conjunto completo, isto é

descreve qualquer ket e qualquer operador relacionados a parte de spin do
sistema. A base 2 (dada pelos kets {|1,1),]1,0),|1,—1),]0,0)} autokets de S7,

S%, S?, S,) também forma um conjunto completo neste espago. Note que o
espaco foi definido pela nossa escolha S; = S = 1/2.

e Reconhecemos que {|S, M)}, com S =0 e 1 e todos os valores de M possiveis
para esses valores de S, é uma base completa, pois ela é feita de quatro kets
ortogonais que descrevem todos os vetores da base (completa e de mesma

dimensao) {|e1),€2)},

(11, +1) = | ++) |+ ) = |1, +1)
e =1--) L=y
y 1,00 = 5(+-)+|-+) [+ —) = 75(|1,0) +10,0))
§ 10, 0= 2+ —1-+)  |I=+) = (1.0 —Jo,0)
% e Ou seja, a presenca de k foi desnecessaria, pois J = 0 apareceu uma tunica
ggo O% vez, assim como J = 1. Poderiamos escrever
s E(i=1/2,j2=1/2) =E(J=0)®E(J =1). a5

. ~\~ . ) N~ (.\'
MAPLima dimensao =4 = eeew 8



F789

Caso de duas particulas de spin '2: (um outro olhar)

Aula 10 e Serd que conseguirfamos deduzir, sem a diagonalizacao, que somente um S = 0

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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e um S = 1 estariam presentes em E(s7 = 1/2,59 = 1/2)7?
Lembre que podemos adicionar S, entre os operadores S%, S%, S1.,59. que

definem £(s; = 1/2,s9 = 1/2), pois ele comuta com todos. Desta forma,

(| + +) corresponde ao autovalor M = +1 de S,
| —
| +
|| — +) corresponde ao autovalor M = 0 de S,

—) corresponde ao autovalor M = —1 de S,
podemos escrever <

) corresponde ao autovalor M =0 de S,

e Pergunta: serd que o M = 1 que apareceu acima, nao poderia ser de S = 27 A

resposta € nao, pois o sub-espaco £(s; = 1/2,s5 = 1/2) é globalmente invariante
mediante a aplicacao de qualquer componente de S, e se aplicdssemos S, num
ket correspondente a S =2, M = 1, obteriamos |S = 2, M = 2). Como nao
existe nenhum ket, entre os que compoem a base 1, com esse valor de M, S = 2,
nao € aceitavel. Isso vale para qualquer outro valor de S, exceto S =1, pois S
aplicado em [S=1, M =1) é zero e nao gera problemas. Ao aplicarmos S_

em |S=1, M =1),sabemos que vamos encontrar |S=1, M =0) e [S=1, M =—-1).
Ou seja, seguindo essa logica, os 3 kets correspondentes a |S = 1, M), precisam
estar presentes. Agora falta apenas um ket com M = 0 que segundo W A

/ . / . / . / / . '(..\'. 9
essa mesma logica, sé pode ser o S = 0. Raciocinio sera util!l  uwcaws
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Caso geral: autovalores de J, e suas degenerescéncias

Para fazer a contabilidade das degenerescéncias dos autovalores de J, em

£(j1,j2) (lembre que J, é diagonal nesta base definida pelo C.C.0.C, J%,

J %, J1. e Jo.), consideraremos j; > jo. Sabemos que a dimensao deste sub-
espago é (251 + 1)(2j2 + 1), e esse é o numero de autovalores possiveis de
J, em E(j1,72)-
Colocada de uma outra maneira, uma vez que

J1J1, J2sma, me) = (mq + ma)h|j1, j2; m1, ma),
quantas vezes o valor M = mj + my aparece, para — j1 < m1 < +j; e
— J2 S ma < +j27
Primeiro é importante perceber que o maior valor possivel de M é j1 + 7.
(soma dos maiores). E o menor? — j; — jo (soma dos menores).
Como mj e my, podem variar de um em um, é de se esperar que os valores
possiveis de M, variem de um em um, entre esses extremos. Ou seja: M tem
os possiveis valores: j1 + j2,J1 +J2 — 1,71 + j2 — 2, ..., —(J1 + J2)-
Chamaremos de g;, j, (M) a degenerescéncia de M em &£(j1, j2).

Dois casos 6bvios: quais seriam as degenerescencias dos valores extremos
g (1 2) = 1 .
de M? Para os valores extremos 4 2712 Y . J ) o, A
9jrg2(—J1 —J2) =1 ¥ 10
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F789

Aula 10 Amz
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g

%g’é FIGURE 1 (do livro texto)
93%: o A Fig.1 representa os 15 pontos possiveis associados com j; =2ej,=1. Y
¥ 11
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Note que g2.1(M) = ntmero de pontos nos segmentos pontilhados.
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F789

Autovalores de J, e suas degenerescéncias: Figura 1

Aula 10 ¢ Note que a contagem de pontos (15) da Fig.1 é simplesmente o produto

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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(271 + 1)(2j2 + 1), a dimensao do espaco em questao, o £(j1,j2). Essa
dimensao é o numero de kets linearmente independentes do espaco e

a cada um deles podemos associar um unico valor de M.

e Agora, é importante notar que M = mj + mo é uma reta de inclinacao

— 1 na Fig. 1. Para ver isso, basta re-escrever essa expressao na forma
mo = —mq + M. Os segmentos pontilhados, onde contamos pontos para
calcular a degenerescéncia estao sobre retas deste tipo. Razao pela

qual sua contagem faz sentido como degenerescéncia para um dado M,

com todas as combinacoes de mq e mo que fornecem esse resultado.

e Vindo pela direita, note que a degenerescéncia comeca em 1, no extremo

superior direito do retangulo, e aumenta de um em um, até atingir um
valor maximo (no caso, 3). Ela permanece constante (no caso, no valor
3), enquanto os segmentos de reta comegarem no lado superior do
retangulo e terminarem no lado inferior. Ai, a degenerescéncia decresce
de um em um, até atingir o valor 1 novamente, agora no extremo inferior

esquerdo do retangulo.

e Note que o maior valor para degenerescéncia pode ser generalizado e qp,
V24

é igual a 255 + 1. Isso vale para todos os casos onde j; > jo.

UUUUUUU
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F789 Autovalores de J, e suas degenerescéncias: Figura 1

Aula 10 . : : , , . : :
i o Inspirado no caso, j; =2 e jo = 1, é possivel generalizar (j; > j2):

(Para M = j1 + j2 = gj,.,,(J1 + j2) = 1
Para M = —j1 — ja = g5y 4. (=71 — J2) = 1;
comeca em M = 51 — 72,
Vi1, J24 2j2 + 1 — méaximo valor de g;, j,(M) .9 “7,1 ‘7,2
termina em M = j9 — J1;
Permite contar grupos com degenerescéncia maxima: 2(j; — jo2) + 1;

971,72 (_M) = 931,52 (M)

r _ .
9j1.42 (]1‘|‘]2)=1 = g271(3):1

9j1,52 (jl_j2):2j2 +1= 9271(1):3

e Com isso em mente, podemos escrever: < : =2j5+ 1= go1(0)=3

g 9j1.5.J2—31)=2j2 + 1 = g2.1(—1) =3
g .
8;,02 gj1,j2(_j1_j2+1):2:>92,1(2):2
25 i . s\ _
A Gi1,42(—J1—72) =1 = g21(3)=1
%
°°° e E colocar isso numa figura (Fig. 2 do livro texto), no préximo slide. &W, ar

¥ [ 13
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Aula 10 A gz,l(M)
i ™
| | \
| [
o 2,
/1= 2 N
bée | i =%
g | | .9
L1 - i e N
| } l !
| | | |
| | l | l
= ]
G one Az
{ -3 -2 -4 ¥o 2 3
5
§°O§ FIGURE 2 (do livro texto)
yo . <

d§’° e A Fig.2 representa a degenerescéncia associada a cada M para o caso j; = 2

MAPLima

e jo=1. Contagem dos pontos nos segmentos pontilhados da Fig 1. g"fg

¥ | 14
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F789 Somando momentos angulares. Autovalores de J2.

Aula 10 ) . .
M2 e Vimos que: J,|j1, jo;m1, ma) = (my + mo)h|j1, jo;ma, ma), com J, = Ji, + Jos.

—J1 <m1 < 41
Os autovalores de J., Mh, sao tais que M = my + mg com e

—J2 < mg < 42
Concluimos que M tem os valores: ji + jo,j1 +Jo — 1,71 + jo — 2, ..., —(J1 + Jj=2).

4 . .
ambos inteiros ou

inteiros, se j1 € Jo

;. ambos semi-inteiros
e Note que os M's sao < L
um ¢é 1teiro e o

semi-inteiros, se 71 € Jo

outro é semi-inteiro

(J=J,+J,

e Com isso, o que podemos esperar de J? — ¢ J?|J, M) = J(J + 1)h?|J, M)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

\_‘] <M < +J pulando de 1 em 1

N L , L N
serao semi-inteiros, se os M's forem semi-inteiros ¥ 15
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6%’800 , | serdo inteiros, se os M’s forem inteiros ou
e Os J's
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Somando momentos angulares. Autovalores de J2.

e Entre os valores de M: j1+7j2,j1+j2—1,71+7J2—2, ..., —(j1+J2), 0 maior valor

de M ¢é 31 + j2 ... nenhum J, com valor maior que j; + jo estd presente.

o {associamos um sub-espago E(k, J)={|J, M)}, —J <M <+J;

Para J=71+72 , .
e somente um sub-espago, pois M é nao-degenerado

O vetor associado ao valor M = j; + jo — 1 aparece uma vez no £(k,J), mas
vimos que esse autovalor é bi-degenerado. Assim, o sub-espaco associado a
J = 71 + jo — 1 também precisa estar presente. E aqui de novo, s6 uma vez.
Até agora E(j1,72) =E(k=1,TJ =41+ ) ®E(k=1,J=j1+j2—1) D +...
Para continuar de forma geral, denote P}, ,(J) o nimero de sub-espagos
associados a um dado J. Isto é, o numero de valores diferentes de k para esse
valor de J (arbitrariamente, chamei de k = 1 os casos acima, onde apareceu
somente um sub-espaco de cada).
Considere um valor de M qualquer (lembre que a esse valor corresponde um
unico vetor em cada &(k,J), devido a necessidade de J > |M|). Desta forma:
(1) jr.go (M) = Py, 5, (J = |M]) + Py, 3, (J = [M[ + 1) + P}, j,(J = [M] + 2)...
(2) gjr.go (M = J) = Py, 5, (J) + Py, o (J + 1) + Py, o (T +2)...
(3) 9jrgo(M = J +1) = Pj, 3, (J+1) + Pj, j,(J +2)...
(2) -

S
2 Y

( ) — Pjhjz(‘]) — gjl,j2(M — J) - gjl,jz(M =J+ 1) "0-" 16
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Somando momentos angulares. Autovalores de J2.
Como g, 5, M) =gj,,jo (M) = P}, j,(J) = g5y jo (M =—T) = gj, jo (M =—T—1)

% Explorando o resultado: Pj, ;,(J) =g;, , (M =J) —g;, (M =J +1)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Se J > ji + j2, quanto vale P;, ;,(J)? 0 pois, g;, j,(M)=0 para M =J > j1+7jo.

Lembre que o maior valor de M é j; + 7.

Ese J = j1+ 727 Pj, j,(J) =1 pois, gj,,j,(J1 +Jj2) =1 e gj,5,(1 +2+1) =0.

Ese J=j1+7j2—1?7 P;, ;,(J)=1 pois, gj, j,(J1+7j2—1)=2e€ g;, 4, (j1 + j2) =1.

Lembrando da escada de um degrau, os valores continuam sendo 1 até j; — js.

Ese J =j1 — 327 Pj, ,(J)=1pois, g;,.5,(J1—J2)=n € gj, j,(j1—j2+1)=n—1.

No slide 13 vimos que n = 2j5 + 1, se j1 > jo.

Vimos que a partir de j1 —j2, gj,.5,(J) fica constante até M =—(j; —jz2). Isso

faz Pj, ;,(J)=0, para 0 < J < j1 — ja.

Isso tudo permite concluir que os valores de J que contribuem estao no intervalo
j1 — J2| < J < g1+ Jo.

O sub-espaco £(j1,j2) também pode ser descrito pelos kets {|j1, j2; J, M)}, mas

os valores de J estao restritos ao intervalo acima. Isso pode ser expressado da

Ji1+7J2
seguinte forma: £(j1,j2)= Z E(k,J) (k aparece uma tnica vez para cada J).
D=1 -7z U A

lgnoraremos k daqui para frente ¥ 17
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F789 Somando momentos angulares. Comentarios:

Aula 10
J1+J2

E(J1,J2)= Z E(J) com E(J) = {|j1,jo; J, M), |71 — j2| < J < j1+ j2}
Di=1j1—dsl
e Note que para cada par de valores J, M existe um tnico vetor em &(j1, j2).
Portanto, os operadores J*, e J,} formam um C.C.O.C. em £(j1, j2).
J1+J2
e Qual serd o ntimero de pares (J, M) em E(j1,j2)? Que tal Z (2J +1)7?
|71 —J2|

Se adotarmos, como temos feito, j1 > jo e J = j1 — jo + 7, a soma fica:

272 272 272
ST21 — 2+ 2041 = (21— 2 + 1] + Y (2] =
1=0 1=0 1=0 Valor médio de i
/2 ~
= (241 — 2j2 + 1] (22 + 1) +2 722 (2j5 + 1), ou seja
1 N——— 2 ~—
% nl'm‘w_ero de possibilidages
E JitJ2
o g Z (2J+1) =[251 — 2j2 + 1+ 252](2j2 + 1) = (251 + 1)(2j2 + 1),
%Oﬁ J=lj1—32|
&é’go o conforme esperado (dimensao de £(j1,J2)). RN
Y

MAPLima

UUUUUUU



