F789 Somando momentos angulares: Duas particulas com spin V2.

Aula [

representacoes <

O ket estado arbitrario de 2 spins pode ser expandido de duas (de novo) formas.

)5 =) =+, =)

{ S , M }(representacao singleto e tripleto)

S2 S,

S =1,M=0)elS=0,M=0)

Em ambas as representacoes temos 4 kets. Qual estratégia para relaciona-los?

Que tal <
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335 (PES1-[++) + Sz
03%033
33,
: = |—+)+|+—) ...
MAPLima

( S =1,M = 1) = |++) (dois elétrons com spin para cima)
S=1,M =0) = %(H——> + |—+)) (aplique S_ = Si_ + S>_ acima)

S=1,M=-1) = |——> (aplique S_=51_+4 55 acima de novo)
\S 0, M=0)= 7( +)) (exija ortogonalidade com |S=1, M =0))
Bx: S_|S=1,M=1) ) =+/(S + S—M+1)\S:1,M:o>:\/§\1,o>

>
FDG s G+ DG - L =

)=

’170> -

DO |

(I=+) +1+-)) S
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F789 Somando momentos angulares: Duas particulas com spin V2.
Aula 11 . ) . :
e Repita o procedimento do exemplo do slide anterior e ache |S =1, M = —1).
e Para achar |S=0, M =0), lembre que S = 0 é a tnica possibilidade, além de
S =1, pois, [s1 — s3] < 5§ < 81+ 59, ouseja <S5 <1 esuponha que o ket
procurado seja uma combinagao de todos os kets de £(s1,s2) com M = 0,
(0,0[0,0) =1

istoé, |S=0,M =0) =a|+ —)+ B| — +). Imponha que
r ) = al+ =) + 5| — +). Imponha q {<1’00’O>_0

para achar a e (3.

(0,0[0,0) =1 — |af* + |B]* = 1
(1,00,0) =0 = s {(+ = [+ {=+|H{al + =) + 8] —+)} =0
a+0=0—0=—«
Assim, temos = 2al*=1..]la| =
817 + |a)* =1
e'X e'X
75 - -
V2 V2

e Achamos a e 8 a menos de uma fase. Ao colocarmos de volta na,

Sl

Ou seja, podemos escrever o =
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3P X
085(?330 expressao, |[S =0,M =0) =a|+—)+ 6| —+) = —=(+-) = | —+)),

)
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MAPLima notamos que é uma fase global e escolhemos xy = 0.



F789 Somando momentos angulares. Caso Geral.
Aula Tl Dados J1 e Jo,

|J1i, J1] = theijrJik J=J1+J2
sabemos que ¢ [Jo;, Jo;] = ithejjpJoar == (J=J1 01 +1®J,
[le'; sz] = O [JZ, Jj] = iheijk(]k

[J2, J1.] # 0

Notamos, entretanto, que embora [J 2 J.] =0, tinhamos 5
[J*, Jo,] #0

Com isso em mente, escolhemos duas bases:

(J7|j172; mamsa) = j1(j1 + 1)R%[j1J2; mama)

A) Base de autokets | J3 |71J2; mima) = ja(j2 + 1)R*|j172; mimes)
de Ji T3, T1z0T2 J1z|J1j2; mime) = mih|j1j2; mima)

(22 |172; mima) = mah|jij2; mims)

(Jt|g1d2; TM) = j1(jr + 12| jrj2; JM)

= B) Base de autokets J22’]1]27 JM> — j2(j2 + 1)h2‘j1j2; JM>

de T2 T2} 2 oy TMY = J(J + 1R j1ja; T M)

(Jz|J1g2; JM) = Mh|jij2; JM)

Qo
gg% O 2 Agora, vamos relaciona-las para o caso geral. Lembre que para que

tuto de Fisica Gleb Wataghin

In;

%o N :
% 35> a base B descreva o sub-espaco £(j1, j2) € preciso ter todos os J s, Vs
AV,

MAPLima tais que, [j1 — j2| < J < j1 + Jja. ¥ | 3
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F789 Somando momentos angulares. Caso Geral.
Aula 11 Considere uma transformacao unitaria que liga as duas bases

rdas M) = Ljijo; JM) = > 71g2; mama) (j1j2; mima|jija; J M)

mimsa
Nao somamos Coeficientes de
€nm ji € j2. Clebsch-Gordan
Porque?

Propriedades importantes dos Clebsch-Gordan (jij2; mima|jijo; JM)

1) Os coeficientes sao nulos, a menos que M = mj + ms. Para provar isso, observe
que (J, — J1, — Jo2)|j1j2; JM) = 0 e que isso implica em
(J1J2; mima|(J, —Jiz —J2z)|J172; IM) = (M —mq —m2)(j1j2; mima|jij2; JM) =0.

Para que o coeficiente seja diferente de zero, é preciso que M = mq + meo.

§2) Os coeficientes sao nulos, a menos que |j; — jo| < J < j1 + j2. Mostramos que

% J1+J2
; %5 (J1,72) = Z E(J) e que portanto, a dimensao do sub-espago descrito por
25i( P B =141 -2
Oc%g?éz;oo {|7172; m1mso)} € igual a do sub-espago {|j1j2; JM), |j1—Jj2| <J < j1—|-j2}\\.")) p—

MAPLima :::F 4



F789 Coeficientes de Clebsch-Gordan. Formulas de recorréncia.
Aula T1 pie J1,72 e J : os coeficientes com diferentes m, e msy estao relacionados entre

si por relacoes de recorréncia. Comece por:

Jiljija; IM) = (Jix + Jox) Y |jrde; mhmb) (Gija; mimb|jrja; JM)
myms

VI FM)(J £ M+ 1)]jrjz; JM £1) =

= > {6y Fmh) (G £ mh + 1)]jujzim} & L)+

/ /
m1m2

+ \/(Jé T mb) (2 £ mb + 1)|j1j2; mymb £ 1) } (j1j2; mimb|jrje; JM)
Multiplique pela esquerda por (jijo; m1ms]

V(I FM)(J £ M + 1) {jrjo; mima|jrjo; JM £1) =

= Z {\/(j1 Fm}) (1 £ my + 1) (G1je; mamaljija; mi £ Imbh)+

/ /
mim,

gg + \/(Jé F mh)(j2 £ my + 1) (jrje; mameljijz; mimy £ 1) } (j1j2; mymaljijz; JM)
2
8% % — Z {\/(]1 + mll)(]l + mll + 1)6m1,m’1:|:15m2m’2+
(P i
08?,”
s + \/(]2 -+ 777/2)(]2 + m/2 + 1)5m1m’1 5m2,m’2i1}<j1j2§ mllm,2’]1]27 JM> §"’A
MAPLima wY 5
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F789
Aula [
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Repetindo a tultima equacao do slide anterior, temos

V(T FM)(J £ M+ 1){Grjo; mimaljije; JM £ 1) =

Z {\/ ]1 + ml ]1 + ml -+ 1)5m1,m’1:|:15m2m2+

+ \/(]é F mb) (G2 £ M 4+ 1) 0, m; Oy my 1} (J172; Mims|jrje; JM) =

= (1 Fma+ 1)1 £ (m1 F 1) + 1) {jrjge;ma F 1, ma|jije; JM)+

+ /G F (ma F1) (G2 £ (ma F 1) + 1) (j1j2; ma, mo F 1|j1ja; JM)

Desta forma gera-se a seguinte férmula de recorréncia:
V(I F M)(J + M+ 1){j1j2; mimal|jije; JM + 1) =

= /(1 Fma + 1)1 £ ma)(Gijasma F 1,maljrja; JM)+
+V/ (ja F ma + 1)) (J2 £ ma) (j1ja2; m1, ma F 1|j1j2; JM)

Note que os trés coeficientes de Clebsch-Gordon indicam que nesta

féormula de recorréncia: mq + mo

=M=+1

A
4.\'
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Coeficientes de Clebsch-Gordan. Formulas de recorréncia.
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F789
Aula [
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Usando as formulas de recorréncia.
A férmula de recorréncias

VG F M) £ M + 1)(jrjo; mima|jija; JM £ 1) =
= /(1 Fma + 1)(G1 £ma)(Gida;ma F 1, maljijo; JM)+
+ V/ (J2 F ma + 1)) (2 + m2){j1j2; m1, ma F 1|j1j2; JM)

pode ser representada graficamente no plano: (mq,mo)

(m1 —1,m2) (mq,ma) (mq,ma + 1)
Jy
™mo ma
J_
mi mq : \
(mq,mgo — 1) (mq, mo) (m1 + 1, mo)

As férmulas de recorréncia definidas acima, juntamente com condicoes de
normalizacao, quase determinam unicamente todos os coeficientes de
Clebsch-Gordon. Quase porque certos sinais tém que ser especificados

por convencao. i

UUUUUUU
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AFT8?I Usando as formulas de recorréncia.
ula

( A= (ml,mg + 1)
1) Tome na figura ¢ B = (mq, ms2)
X = (m1 -+ 1,m2)

como gerar coeficientes? < .
2) Escolha A tal que m; = j;

3) Use J_ para gerar B

| 4) Note que X é proibido, pois m; seria maior que j;

A (m17m2 + 1) (ml — 17m2) (m1’m2)
D A’
v
mo ' Mo
mi B 1 y A oy B’
(m1,m2) (m1 +1,mg)

(ml, mo — 1)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Depois, redefina A"’ = A e B’ = B no gréfico de J, e gere D. Repita com

6{%930 novos triangulos (com dois vértices conhecidos) e ache todos os mq,mso €
8%: / S n
M's para j1, 72 e J fixos. T | 8
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F789
Aula [
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Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Testemos o procedimento para o caso| j1 =/{ e jo=s=1/2
A N -~ J

my ms = +1/2
Se b =0—.J=1/2

Quanto vale J7 |j; — jo| < J < j1 + j2 —
Se >0 J=L0+1/2

J=1/2 =
Na linguagem de espectroscopia £ =1 — p e / P1/2
J = 3/2 — p3/2
ms
proibido
elege um ponto
N
gera esse E\\\
1/2 AN
| § SRR X
] my
-3 -2. -1 0 1 2 3
12
¥
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F789 Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Aula 11 ) , A . .
Assim, a féormula de recorréncia do slide 7

V(I F M)(J £ M+ 1)(jrj2; mima|jrje; JM £1) =
— /(i1 Frma + D) (1 £ ma){Grje;ma F 1, maljije; JM)+
+ v/ (j2 Fma 4+ 1)) (j2 £ ma)(j1j2; m1, ma F 1]j1j2; JM),

caso J_ (sinal inferior), para j; =¥, jo =s=1/2e J ={+ 1/2 fixos,
iniciando com mo = mg = 1/2, fica:

VEOF1/24+M)YE+1/2 =M +1)(me, 1/2/0+1/2, M — 1) =

= /(U 4+mg+ 1) —myg)(my +1,1/2]1 4+ 1/2, M)+
+/(1/24+1/2+1)(1/2=1/2)(myg,1/2 + 1€ +1/2, M)

Com a substituicao M = M + 1 temos:

VIO M+3/2)(0 =M +1/2)(my, 1/21¢ +1/2, M) =

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

M:mg—i-l/Q
83;(’ =/l +me+ 1)l —my)(me+1,1/2[l +1/2, M + 1) com < substitua
Qoo
s me =M —1/2
0% RN
=¥ 10

MAPLima
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F789
Aula [
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Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Com a nova substituicao temos
VEO+M+3/2)(0—M+1/2)(M —1/2,1/2[ +1/2, M) =
= V(l+M+1/2)(l — M +1/2)(M +1/2,1/2|l +1/2, M +1)

e finalmente

{4+ M+1/2
M—1/2,1/21+1/2, M) = M+41/2,1/2 1/2, M +1
(M = 1/2,1/2]¢ +1/2, M) \/€+M+3/2< +1/2,1/201+ 1/2,M + 1)

Note que os dois coeficientes diferem de 1 em M. Assim podemos substituir

. .. . /. tem que parar
o coeficiente da direita usando a mesma regra, isto é: em (412

0+ M +3/2
0+ M+5/2

(M +1/2,1/2[l +1/2,M +1) = \/

Que tal escrevermos:

(M —1/2,1/200+1/2, M) = | LM+ 12 Je+ M+3/2 [0+ M+5/2
C+M+3/2\| {4+ M+5/2

b+ (£—1/2)4+1/2
..\/€+(£+1/2)+1/2<£,1/2\l+1/2,£+1/2>

M+1/2
M —1/2,1/210+1/2, M) = \/£+%++1 / (6,1/2[1+1/2,0+1/2) ¥ *f."v

UUUUUUU

(+M+7/2""

—
(M +3/2,1/21 +1/2, M + 2)
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F789
Aula [
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Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pr
Usamos:

atico

1) O denominador do fator que precede o C.C.G. é igual a soma J + M.

2) O denominador a esquerda cancela com o numerador a direita.

3) Agora note o seguinte:
my =¥, mg =1/2) tem M = ¢+ 1/2, o maior possivel e precisa estar
associado a J = ¢+ 1/2 (o J = £ — 1/2 seria menor que M).

o me=4mg=1/2) < |J =0+1/2,M = ¢+ 1/2) por convengao, sao feitos

iguais. Isto é [¢,1/2) = [0 +1/2,0+1/2) e . ((,1/2/(+1/2,0+1/2)

{4+ M +1/2
20+ 1

Nestas condigoes: |(M —1/2,1/2[(+1/2, M) = \/

Falta o mg = —1/2 que obteremos em sequida.

=1

m$= )

¥ 12
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F789 Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Aula 11 ) )
Até aqui, encontramos:

C+M+1/2
(M—1/2,1/2\€+1/2,M>:\/ M+
—— N N—— 20 + 1
My My J
e falta o coeficiente de Clebsch-Gordan associado ao mg = —1/2

Para melhor entender isso, considere:

[€+1/2,M) = > |0 1/25memg) (€ 1/25memg|l +1/2, M) =

MeMmg
= Y |mems)(memg |0+ 1/2, M) = "|mg 1/2) (mg 1/2[€ +1/2, M) +
MyMg my e
mg—i—1/2:M
+ Y |me —1/2) (me —1/2/0+1/2, M)
my e
§ me—1/2=M
3
§ =M - 1/2,1/2) (M~ 1/2,1/2/0 +1/2, M) +
gg; O% temos esse
s M+ 1/2,-1/2) (M +1/2,—1/2|¢ + 1/2, M)
gOoo N -~ J/ &"’A y-
%® 13

MAPLima falta esse nicAME



AFT8‘7I Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
ula

Observe que a formula de recorréncia do J; fornece um deles, em funcao

de dois conhecidos:

(M —1/2,1/2|/0+1/2, M) = (M +1/2,1/2|/6+1/2,M +1) =
_\/€+M+1/2 _\/£+(M+1)+1/2
B 20+ 1 B 20+ 1

(M —1/2,1/2) (M +1/2,1/2)

J4
mo
(M +1/2,—1/2|¢ +1/2, M)
§ m (M +1/2,-1/2)
3
3 =M +1/2
%%oog Da férmula do Jy tome: j1 =¥¢,jo=1/2,J =0+1/2 e " +1/
d§3°o°o mo = 1/2
900 RO

%® |14
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F789 Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 11" Tsso fornece:

VIE+1/2) = M[(641/2) + M + 1]{s; M +1/2,1/2|s;0 +1/2, M + 1) =
= \/[(6— (M +1/2)+ 1[4+ (M +1/2)[(bs; M +1/2 —1,1/2|fs; £+ 1/2, M)+
+/[1/2—1/24+1][1/24+1/2](bs; M +1/2,1/2 — 1|€s; £+ 1/2, M)

Simplificando a férmula, temos:

VO —M+1/2)(0+M+3/2)(M+1/2,1/2[0 +1/2, M + 1) =
= V(l—M+1/2)(l+M+1/2)(M —1/2,1/2|/¢ +1/2, M)+
+ (M +1/2,-1/214+1/2, M) ..

(+ M +3/2)
20+ 1

(M +1/2,—1/2/¢ +1/2, M) = /(€ — M + 1/2)(€+M+3/2)\/

UM+ M+ 1/2)\/(6 +2]‘j:11/2) _

(6 —M +1/2) _\/(E—M+1/2)
20+ 1 N 20+ 1

6?;?00 e finalmente, podemos, a seguir, escrever |¢s; ¢ + 1/2, M) na base {my, mo}

3% -y
an,

MAPLima ¥ 115
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= (€+M+3/2—(€+M+1/2))\/
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F789 Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Al T Tet0 6: |05 04+ 1/2, M) =

base J, M
0+ M +1/2) \/(f—MH/z)
— M —1/2,1/2 M +1/2,—1/2
\/ 26_{_1 ’287\ l Y /J> + 2£_|_1 |€S7\ _l_ {r? /J>
base m1, ms base m1, mo

Na representacao das coordenadas e linguagem de spinor, temos:

J=t412,m U+ M+ 1/2)YM—1/2 1

M—1/2
+\/(€_M+1/2)YM+1/2(9 S0)(())_ 1 \/€—|—M—|—1/2Yg
20+ 1 ¢ ’ 1) JVor+1
+ 20+ 1 \/E—M—|—1/2 YEM+1/2

(L2 (0(0+ 1)Rh?
£ = S? 3/4n?
§ yj =t+1/2,M autofuncoes de < 0 c/ autovalores < / 5
3 J J(J+1)h" com J=/0+1/2
S8
¢ ; L J2, | Mh
; g
23:( P (h?
%g%(’z Mostre que também é autoestado de L.S (justifique) com autovalor —.
000 RN
=¥ 16
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F789 Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 11 comentérios adicionais: sobre a familia de CG para J ={—1/2

[€—1/2,M) = > £ 1/25memg) (€ 1/2;mem|l — 1/2, M) =

MMM g
= Z imems) (mems|l — 1/2, M). Considere primeiro M = ¢ —1/2
MeMms
| 0—1/2,0—-1/2) =] ¢ ,—1/2){,—1/2[{ —1/2,0 —1/2)+
—— N — S\ J/
J M my m Note que
s ) 1 .
F0— 1,120 —1,1/216 —1/2,0 —1/2) o
N J/ S 1MeSImos
kets |my my),
my Mg, .
PO1s Sa0 OS
(1) faga-o ortogonal a: |[¢ +1/2,¢ —1/2) dnicos que

garantem

E para obteé-lo { (2) normalize-o e
M =10—1/2=my+ ms.

(3) tome CG’s reais.
Para o item (1), temos do slide 16 (basta fazer M = ¢ —1/2) :
20

1
C+1/2.0—1/2) =] ———F¥ —1.1/2 —— 0. —1/2). f d
0+ 1/2, /2) 2€+1\ ,1/2) + 2€+1\, /2). Refazendo a

35 : J=04+1/2,M 1 j:\/6 + M+ 3 YeM_l/z(ea ?)
5?81;’0 recelta, temos yz = M1/ a2
VAET\ \Jex M+ Y 0.0) | €2 [

UUUUUUU
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