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Estrutura	fina	e	hiperfina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

• Como primeira aplicação da teoria de perturbação, olharemos as correções

relativ́ısticas que podem ser feitas no átomo de hidrogênio. Em F689, vimos

a solução (exata) do problema: H0 =
P2

2me
�

e
2

R

8
><
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• O objetivo é achar a solução aproximada de (H0 +W )| (�)i = E(�)| (�)i

onde W = �Ŵ é definido como sendo a perturbação do sistema. De um

modo geral, W não é o potencial completo e sim um pedaço dele.

Via uma estratégia de expansão:

8
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2
✏2 + ...�
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obtivemos para energia (caso não-degenerado), até segunda ordem
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Estrutura	fina	e	hiperfina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

• Encontramos a correção no estado até 2a ordem. Abaixo a correção em

primeira ordem (caso não-degenerado):

| (�)i = |'ni+

X

p 6=n

X

i
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p|�Ŵ |'ni+O(�

2
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• Para o caso degenerado, aprendemos a obter os estados de ordem zero e

a energia de primeira ordem, resolvendo a equação matricial:
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escrita no subespaço degenerado, E
(0)
n = {|m

(0)
i,m = 1, gn}, feito de auto-

kets de H0, todos com o mesmo auto-valor E
(0)
n ) H0|m

(0)
i = E

(0)
n |m

(0)
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Ou seja, soluções da equação de autovalor de W em E
(0)
n !

(
E
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n + �✏

i
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• Hoje, discutiremos a origem de cada termo relativ́ıstico de H=H0+W :

H = mec
2
+

P2

2me
+ V (R)�

P4

8m3
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2
+
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2m2
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dV (R)

dR
L.S+
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8m2
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2
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• Comecemos pela ordem de magnitude dos parâmetros atômicos. Isso será útil

para as correções relativ́ısticas que faremos em seguida.

massa de repouso do elétron

� Energia: EI =
mee4

2~2 =
1

2

e4

~2c2| {z }

z }| {
mec

2
=

1

2
↵2mec

2 ⇡ entre 10
�4

e 10
�5mec

2

Ordem de
p2

2me
também. ↵2

com ↵ =
e2

~c ⇡ 1

137
! constante de estrutura fina

1/↵

� Distâncias: a0 =
~2

mee2
=

z}|{
~c
e2

~
mec|{z}

=
1

↵
/�c ⇡ 137

/�c

(
Comprimento de onda Compton do elétron

/�c ⇡ 3.9⇥ 10
�3

Å

• As correções relativ́ısticas da ordem de ↵2EI dão origem à chamada estrutura

fina do átomo. As correções da ordem (me/Mp)↵
2EI dão origem à chamada

estrutura hiperfina (spin do próton).
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4 MAPLima 

F789 
Aula 16 

Revisão	do		Átomo	de	Hidrogênio.	Níveis	de	energia	
• A figura mostra

Ek,` = � EI

(k + `)2
= �EI

n2
= En

• Note degenerescências essenciais,

H depende de ` e não de m.

• Note degenerescências acidentais,

k + ` = k
0
+ `

0
= n

• Para um dado ` existe um número

infinito de energias (a figura mostra

só até n = 4).

• Adotaremos que os três números

quânticos (n, `,m) especificam o

autoket |n, `,mi simultâneo do

CCOC, H,L
2
, Lz.

E

0

(n = 4)

(n = 3)

(n = 2)

(n = 1)

�EI

4s 4p 4d 4f
3s 3p 3d

2s 2p

1s

`=0 `=1 `=2 `=3

(s) (p) (d) (f)

Fig. 4, cap. 7 do texto 
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0

(n = 4)

(n = 3)

(n = 2)

(n = 1)

�EI

4s 4p 4d 4f
3s 3p 3d

2s 2p

1s

`=0 `=1 `=2 `=3

(s) (p) (d) (f)

Fig. 4, cap. 7 do texto 

Revisão	do		Átomo	de	Hidrogênio.	Níveis	de	energia	
• n ⌘ número quântico principal

e caracteriza a “camada”do elétron.

• Como k é inteiro a partir de 1, só

alguns `0s são aceitos para um dado

n, segundo a fórmula de energia

Ek,` = � EI

(k + `)2
= �EI

n2
= En.

Confira na figura ao lado e tabela

abaixo.

` 0 1 2 · · · (n�1)
k n n�1 n�2 · · · 1

• Cada camada n contém n subcamadas,

correspondendo à ` = 0, 1, ...(n� 1).

• Cada subcamada contém (2`+ 1)

estados distintos.
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Revisão	do		Átomo	de	Hidrogênio.	Níveis	de	energia	
• Assim a degenerescência total pode ser deduzida por

gn =

n�1X

`=0

(2`+ 1) = 2

n�1X

`=0

`+

n�1X

`=0

1 = 2
(n� 1)n

2
+ n = n

2

• Confira na figura do slide 5.

• Se considerarmos a existência do spin do elétron, precisamos multiplicar isso

por 2. Se considerarmos a existência do spin do próton, precisamos multiplicar

novamente por 2.

• A degenerescência da camada n do átomo de hidrogênio, considerando spin do

elétron e do próton, mas com a Hamiltoniana contendo apenas o potencial

Coulombiano é 4n
2
. Essa informação será útil para incluirmos os termos

relativ́ısticos na Hamiltoniana.

• Notação espectroscópica

8
>>>>>><

>>>>>>:

` = 0 $ s

` = 1 $ p

` = 2 $ d

` = 3 $ f

` = 4 $ g

camadas

8
><

>:

K $ 1s

L $ 2s2p

M $ 3s3p3d

• Com spin do elétron e do próton, o espaço que descreve os auto-estados, seria

{|n, `,m`, s,ms, I,mIi}, auto-estados de H0,L
2
, Lz,S

2
, Sz, I

2
, Iz.
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Estrutura	fina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

• Cada termo da nova Hamiltoniana tem origem e nome

H = mec
2

| {z }+
P2

2me
+ V (R)

| {z }
� P4

8m3
ec

2

| {z }
+

1

2m2
ec

2

1

R

dV (R)

dR
L.S

| {z }
+

~2
8m2

ec
2
�V (R)

| {z }
+...

massa de repouso H0 Wmv WSO WD| {z }
termos de estrutura fina

• Massa de repouso é uma constante. Podemos ignorá-la, pois apenas representa

uma mudança no ponto zero de energia.

• Wmv é a variação da massa com a velocidade. Lembre da equação relativ́ıstica

da part́ıcula livre E
2
= c

2
p
2
+m

2

ec
4

Escreva por: E =

p
c2p2 +m2

ec
4, suponha limite não-relativ́ıstico (baixas

velocidades comparadas com a da luz,
p

mec
<< 1), fatore mec

2
e realize a

expansão de:

E = mec
2

r⇣
p

mec

⌘2

+ 1, lembrando que

p
1 + � = 1 +

�

2
� �

2

2!4
+ ... Wmv

E = mec
2

h
1 +

1

2

⇣
p

mec

⌘2

� 1

8

⇣
p

mec

⌘4i
= mec

2
+

p
2

2me
� p

4

8m3
ec

2
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Estrutura	fina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

• Ordem de magnitude de Wmv

Wmv

H0
=

P4

8m3
ec

2

P2

2me

=
P2

4m2
ec

2
=

1

4

�v
c

�2⇡↵
2
=
� 1

137

�2
. Se H0 ⇠ 10eV ) W ⇠ 10

�3
eV.

• Acoplamento Spin-Órbita. Origem:

� Se pensarmos que esse acoplamento tem origem na interação entre momentos

magnéticos: um proveniente de uma carga (elétron) que gira ao redor do próton,

como se fosse uma espira elétrica, e outro proveniente do spin (intŕınseco) do

elétron, é posśıvel ter um análogo clássico (pelo menos no que diz respeito a

interação entre esses momentos magnéticos).

� O elétron com velocidade v =
P

m
, em um campo elétrico E, criado pelo próton,

gera (relatividade restrita) no referencial do elétron, um campo magnético, dado

por: B0
= � 1

c2
v ⇥E, aproximado em primeira ordem de v/c.

� O elétron possui um momento magnético intŕınseco Ms =
q

me
S, que interage

com B0
na forma W

0
= �Ms.B

0
.
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� Para achar B0
, primeiro calculamos o campo elétrico E=�1

q

dV (r)

dr

r

r
,

onde V (r) = �e
2

r
.

� B0
= � 1

c2
v ⇥E =

1

qc2

1

r

dV (r)

dr

p

me

⇥ r = � 1

qmec
2

1

r

dV (r)

dr
L,

� Para finalmente obter W
0
=�

⇣
q

me

S
⌘
.

⇣
� 1

qmec
2

1

r

dV (r)

dr
L
⌘
=

1

m2
e
c2

1

r

dV (r)

dr
S.L

Esse resultado é o dobro do acoplamento Spin-Órbita correto, proveniente da

equação de Dirac, mas serve para desenvolver intuição sobre o assunto. Também

é posśıvel mostrar que o fator 2 vem do movimento do elétron não ser retiĺıneo.

•WSO =
1

2m2
e
c2

1

R

dV (R)

dR
S.L =

e
2

2m2
e
c2

1

R3
S.L é acoplamento spin-orbita que

estudaremos por teoria de perturbação.

• Ordem de magnitude de WSO

WSO

H0
⇡

e
2~2

m2
ec

2R3

e2

R

=
~2

m2
e
c2R2

=
~2

m2
e
c2(

~2

mee
2 )

2
=

e
4

~2c2 = ↵
2
=

⇣
1

137

⌘2
, onde

usamos que o raio t́ıpico de orbita do elétron é R = a0.

Estrutura	fina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	



10 MAPLima 

F789 
Aula 16 

Estrutura	fina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

• Termo de Darwin, WD. Origem:

� Na aproximação não-relativistica, nas proximidades do núcleo, o potencial

sentido pelo elétron é não-local, embora na equação de Dirac, relativisticamente

correta, ele seja local. Trataremos V (r) como um potencial do tipo:
Z

d3⇢ f(⇢)V (r+ ⇢) com

Z
d3⇢ f(⇢) = 1,

com, f(⇢) = f(⇢) (esfericamente simétrica).

� O elétron é afetado por todos os valores tomados pelo campo ao redor de r,

uma esfera ao redor de r, da ordem do comprimento de onda Compton ~/mec.

Isso só é relevante ao redor do núcleo. Para r longe do núcleo
Z

d3⇢ f(⇢)V (r+ ⇢) ⇡ V (r)

Z
d3⇢ f(⇢) = V (r)

� Fazendo a expansão de V (r+ ⇢), em torno de ⇢ = 0, até segunda ordem,

obtemos algo da ordem
� ~
mec

�2
�V (r). O termo de Darwin é (ver slide 7):

WD =
~2

8m2
ec

2
�V (R)

8
><

>:

V (R) = � e2

R

�(
1
R ) = �4⇡�(R)

) WD =
⇡e2~2
2m2

ec
2
�(R)



11 MAPLima 

F789 
Aula 16 

Estrutura	fina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

valor 
procurado volume ordem de grandeza 

• Ordem de magnitude de WD.

� Se tomássemos o valor médio de WD=
⇡e

2~2
2m2

ec
2
�(R) para um dado estado atômico,

obteŕıamos: h |WD| i =
⇡e

2~2
2m2

ec
2
| (0)|2 )

(
na origem, só funções

do tipo s contribuem.
Rk`(r)⇠Cr

`
.

� Para estimar a dimensão de WD, faremos uma pequena “cozinha”:

| (0)|2| {z } a
3

0|{z} ⇡|{z}

Z

volume a3
0

| (r)|2d3r ⇡ 1 ) | (0)|2 ⇠ 1

a
3
0

. Como a0 =
~2

mee
2
,

↵ =
e
2

~c

| (0)|2 =
m

3
ee

6

~6 e ) WD ⇡ ⇡mec
2

e
8

~4c4 ⇡ mec
2
↵
4

� Lembrando que H0 =
e
2

a0
= me

e
4

~2 = mec
2

e
4

c2~2 = mec
2
↵
2
, podemos, finalmente,

escrever
WD

H0

⇡ mec
2
↵
4

mec
2↵2

= ↵
2
, mesma ordem de grandeza que Wmv e WSO.

• Wmv,WSO e WD geram a chamada estrutura fina do átomo de H.
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Estrutura	hyperfina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

• Origem: próton tem spin. Chamaremos de Whf .

Whf = �µ0

4⇡

n q

meR3
L.MI +

1

R3

⇥
3(Ms.n).(MI.n)�MS.MI

⇤
+

8⇡

3
MS.MI�(R)

o

� Por ter spin, I, tem momento magnético, MI = gpµn
I

~ , onde cada termo

significa:

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

µ0 ! permeabilidade magnética

L ! Momento angular orbital;

MI ! Momento Magnético do próton;

MS ! Momento Magnético do elétron;

n ! vetor unidade da linha reta que junta o próton ao elétron;

gp ⇠ 5, 585;

µn =
q~

2Mp
(Magneto nuclear de Bohr), Mp é a massa do próton;

I ! Spin do próton.

• Interpretação da fórmula acima.

� Primeiro termo: interação do momento magnético do próton com o campo

magnético, � µ0

4⇡

q

meR3
L, criado pelo movimento do elétron, segundo a lei

de Bio-Savart B =
µ0

4⇡
q
u⇥ r

r3
.
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� Segundo termo: interação dipolo-dipolo entre os momentos magnéticos (spins

intŕınsecos) do elétron e do próton, �µ0

4⇡

1

R3

⇥
3(Ms.n).(MI.n)�MS.MI

⇤

| {z }
.

ver complemento BXI

� Finalmente, o último termo, � µ0

4⇡

8⇡

3
Ms.MI�(R), também conhecido por

“termo de contacto” de Fermi, tem origem na singularidade em R = 0, do

campo criado pelo momento magnético do próton. Na realidade, o próton

não é uma carga pontual. Esse termo leva isso em consideração (ver AXII).

• Ordem de Magnitude de Whf . usei que q2 = 4⇡✏0e
2
e ✏0µ0 = 1/c2.

1o. e 2o. termos:
µ0

4⇡

q2~2
meMpR3

=
e2~2

mec2MpR3
/ me

Mp
WSO;

Mostre que 3o. termo (que contém �(R)) é ⇡ me

Mp
WD
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Estrutura	hyperfina	do	átomo	de	hidrogênio:	
Uma	aplicação	da	Teoria	de	Perturbação	Estacionária.	

p 

e 

Ms 

Mp 
n 

Figure 1 do capítulo XII 

Whf é 2000 vezes 
menor que Wf 


