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Estrutura hyperfina do atomo de hidrogénio:

Uma aplicacao da Teoria de Perturbacao Estacionaria.

Lo 1 8
47T{meRgL M + — [3(Ms.n).(Mr.n) — Ms M + - Ms. MI(S(R)}

Por ter spin, I, tem momento magnético, M, proporcional a ele e cada termo

Wht = —

(1o — permeabilidade magnética

L — Momento angular orbital;

M; = %2221 — Momento Magnético do préton;

Mg = Q‘MTBS = -8 — Momento Magnético do elétron;
significa: ¢ n — vetor unidade da linha reta que junta o préton ao elétron;
~ B, 585'

Up = 2m (Magneto de Bohr), m,. é a massa do elétron;

fn = —5 M (Magneto nuclear de Bohr), M,, é a massa do préton;

LI — Spin do préton; ¢ <0 é a carga do elétron;—q é a do préton.

Interpretacao da férmula acima.

Primeiro termo: interacao do momento magnético do préton com o campo

magnético, — Ho 4 L, criado pelo movimento do elétron, segundo a lei
41 me R3
2
uxr 1
de Bio-Savart B = Ho q——— . Lembre que 2=1 o= :
A r 4dme VHoEo g A
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F789 Estrutura hyperfina do atomo de hidrogénio:

Aula 18 Uma aplicacdo da Teoria de Perturbacao Estacionaria.

o Segundo termo: interagao dipolo-dipolo entre os momentos magnéticos (spins

intrinsecos) do elétron e do préton, —— — [3(Ms.n).(Mr.n) — Mg.My] .

-~

ver complemento B x;

Figure | do capitulo XIlI

8
o Finalmente, o ultimo termo, — Z—O?WMS.MICS (R), também conhecido por
7

“termo de contacto” de Fermi, tem origem na singularidade em R = 0, do

campo criado pelo momento magnético do préton. Na realidade, o préton

§ nao é uma carga pontual. Esse termo leva isso em consideracao (ver Axyr).
g ¢ Ordem de Magnitude de Why.
: =
2 232 232
a S 1lo. e 20. termos: Ho gh ch X mGW O;
2, % . . . — SO
30300 ;i 4t meMpR3  mec?MpyR3 — M, L W, & 2000 vezes
O&?S’Jo , , Me menor que W;
05°  Mostre que 30. termo (que contém §(R)) é ~ 7 Wp R
p — “a¥Y | 2
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AFI78?8 Estrutura hiper-fina do nivel n=1 do Atomo de Hidrogénio.
i I O caminho légico seria estudar os efeitos de Wy nos niveis 25y /2, 2p1/2 € 2p3 /9.

Estudaremos o efeito de Wy¢ no nivel 1s, cuja degenerescéncia nao foi quebrada

por Wk. E mais simples e completo, pois pode ser facilmente generalizado para,

os estados do nivel 2.

® O problema:

e A degenerescéncia do nivel 1s é g1 = 4 e os estados associados dados por:

1 1
E1s ={|In=1L=0;mg = 0;mg ::ti;m[ ::I:E}

e Vimos que esse nivel quadri-degeneradonao tem sua degenerescéncia quebrada

pelas interacoes de estrutura fina, Wt. Tivemos apenas um deslocamento

( 5 2 4

<Wmv>13 — _gmec «

coletivo de todos eles, conforme: ¢ (Wp),s = +%mec2oz4

\ (Ws0)1s=0—=(£=0..{(¢{=0|Lg .|l =0)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Ooo
%:%o%()! e Na notagao espectroscépica o 1s vira 1sy,3, um tnico nivel (g5, , = 4)
Qo0
3% -y
> 1 N

deslocado de — gmec2oz4 do 1s. ¥ 3
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Ryae Estrutura hiper-fina do nivel n=12 do Atomo de Hidrogénio.
Aula 18 @ Veremos que s6 o termo de contato, expressao do slide 1, reproduzida abaixo,

_ Hof ¢ 1 B 8m
Wit = 4W{m6R3L.MI—|— —5 [3(Meom).(Myn) - Ms.My] + MS.MI(S(R)}

ird contribuir. As razoes para os dois primeiros termos nao contribuirem sao:

o O primeiro termo envolve o produto escalar L - M;, uma componente de L,
que respeita a propriedade (¢ = 0;my =0|L|{ =0;mr =0) =0

o O segundo termo, interacao dipolo-dipolo, é zero por se tratar de um nivel
esfericamente simétrico (1s). Detalhes no complemento By, §3.

2
® O termo de contato (ultimo da expressao acima), — %MS.Mﬁ (R), envolvem

termos de matriz do tipo:

2
(n=1;4=0;mp=0;mg;mj| — %MS-MI&R”n:l;g:O;mL:OSmSEmI>

o Na representacao das coordenadas {r}, podemos separar a parte orbital da

parte de spin para obter: A(m's;m’|S.I|mg;ms), onde A é

2

dado por A = 1 Ip (n=1;£=0;mr=0|6(R)n=1;£=0;m=0),0ou
3eoc? me M,

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

8300 2 1 4 m Me\ —3 1
e inda A=+~ |R1y(0))P =~ gpm “mec?at (1 4+ —9)
535 e A 3 e0c® mo M, 1 T (0)] 39, e (1+ Mp) 7, -
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AFI78‘7 Estrutura hiper-fina (termo de contato) do nivel n=1 de H.
ula 18 o Obtendo A, definido por (Weemtatoy = A(m'y: m/,|S.Xjmg;mr).

Wiggntate = — 280 Vg My6(R)
_ _qh

Juntando as definicoes do slide 1 ¢ Mg = 2“TBS; 1B = 3, = temos
My = gp;/;n]:; Hn = _2?\7}
2 _
A=-— ’3‘0”3 gg(M‘”<n:1;z=o;mL:ow(R)\n:M:o;mL:o>
e p
1 2 r
Sabendo que (rjn=1;£=0;mz=0) = ¥n=1,=0(r) = ——=-—57z€ 0, podemos
Viz i
20 g gp(—q) 2 po o 1 4
escrever A = — ne1s—o(r =0)]* = —
3 me 2M, [¥=1,e=0( ) 3m6Mpq gp47ra3
( 2
_ 2
4?’1’60 = €
_ 1. 2 8 3
Ho€o = =3 4 e 1 4 e L4
Usando que ¢ = A= _qg,— _ =
"= 2 () BE T,
£  meM, MeVip LeZ
% T me+M,
E me M,y 3
. i G e’ . 1 4 ot (me+Mp) 4 ot mIM?
02, g omo = -—, temos A= — = —
(?)%?:O% he 37 2 me My, 37 12 (me + Mp)3 e
o TR 2 4 2072 2 4 _
9% finalmente A:ég co” _meM, :ég e @ Me <1+%) ’ N
MAPLima 377 h2 (me+ M,)3 37" R2 M, M, =¥ | 5

UUUUUUU



RYA% Estrutura hiper-fina (termo de contato) do nivel n=1 de H.
Aula 18 @ As varidveis orbitais foram resolvidas. Sobrou um problema de dois spins 1/2’s,

I e S, acoplados por uma interacao do tipo: AS - I. Problema muito similar ao
ja resolvido de spin-orbita.
® Auto-estados e auto-valores do termo de contato.

1 1
Para chegar até aqui, usamos a base {|.S = 5 I = SRALEE mr)} de auto-vetores
comuns aos operadores 8%, 12,5, e I,.
Podemos agora introduzir o momento angular total F =S 4 I e usar a base

1 1

{|S = it I = 5 F;mp)} de auto-vetores comuns aos operadores S, I?, F?, e F,,
(S2|S =4 I=2Fymp)=3R%|S=3;1=1; F;mp);
_1.7_ 1., 3 1.7_1. 1.
com |S—I|<F<S+I 4 P|S=5;1=3; Fimp) =3h%|S=5; 1= 3; Fimp);
— | FS=5I=; Fymp)=F(F+1)R?|S=5;I=5; F;mp);
/ \F.|S=4T1=%;Fymp)=mph|S = 3;I=3; F;mp).

Neste caso, os valores possiveis de F' sao 0 e 1.
® Note que se £ # 0, tertamos F=J+1=L+S+1
® A forma do acoplamento, AS - I, sugere, como no caso spin-érbita, escrever

G T F2:(S+1)2:SQ+I2+QS-I:AS-I:g(F2—12—S2)

/ ~ ~- g Y
MAPLima Diagonal na nova base € v 6
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AFI78‘78 Estrutura hiper-fina (termo de contato) do nivel n=1 de H.
ula
® Assim, temos

A An? 3 3
AS -I|Fymp) = E(FQ —I° = 8%)|F;mp) = — A+ 1) =7 = IFyme)
1 1
onde trocamos |S'= 3 = 5 F; mF> por |F;mp) para simplificar.
AS I|F = 1;mp) = A2 (114 1) — 2 = )| L;mp) = A2 |1 mp)
No caso
AS - I|F = 0;mp = 0) = 28500+ 1) — 3 — 2)]0;0) = — 34870, 0)
e ap seindy
® A quadri-degenerescéncia é ' Figura XII-3 do texto
parcialmente removida.
s
® Verificavel experimentalmente. s
§ ~ . , F=1]
5 ® A degenerescéncia 21" 41 ¢ —— I :
8 B, A — afh?
5 essencial (relacionada com a 7,20 ) "
38(’% invariancia de rotagao do sistema. \\ ol -
s, \ — 2 oW
o | 4
Qoo \\ ’ | §\",A
MAPLima \ F=0 aY

UUUUUUU



_ Estrutura hiper-fina (termo de contato) do nivel n=2 de H.
: ® Resultados extrapoldveis para o caso ¢ # 0. Algo do tipo:

AJ-1|F;mp)= 2( —I* = J%)|F;mp)= 5 (F(F+1)—Z—J(J+1)|F;mp>
Como |J —I| < F < J+1, temos { 2py )0 = J =1/2;1=1/2= F =0,1;

Figura Xll-4 do texto
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RIA Importancia da estrutura hiper-fina do nivel n=1 de H
Aula |8 ¢ A estrutura hiper-fina do estado fundamental do dtomo de hidrogénio (1s)

foi, ha 55 anos atras, a quantidade fisica conhecida experimentalmente

com o maior numero de algarismos significativos. Expressada em Hz, ela é

h
igual a ;l— = 1.420.405.751, 768 = 0, 001Hz. Esse ntimero é a diferenca em
T

energia entre os niveis da estrutura hiper-fina F'=1 e F'=0, cuja frequéncia
associada (de um féton absorvido/emitido na transicao) é
2 B 2
_ Epo—Epo _ A - () ARP AR
h h h 27
® A precisao foi obtida com um MASER (“Microwave Amplification by

14

Stimulated Emission of Radiation”) de hidrogénio em 1963. A ideia é colocar
atomos selecionados (estratégia de Stern-Gerlach) em F=1 em uma cavidade.

Se colocarmos essa cavidade em um campo com a mesma frequéncia de

s transicao (condicao de ressonancia), em condigoes geométricas especiais

% (ganhos maiores que as perdas), os atomos oscilam entre os dois estados.

%0 Tem muito Hidrogéenio no espaco interestelar do universo. Podemos detectar
300 g a radiacao destes atomos quando eles caem espontaneamente de F' = 1 para
O(%P 3% F' = 0. Essa transicao corresponde a um comprimento de onda de 21cm.

e . . , . .. A
MAPLima Muito do que sabemos do universo é baseado nessa linha de transigao. wa®
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Teoria de Perturbacao independente do tempo: aplicagoes
Interacao de Van der Waals

Um interacao de longo alcance entre 2 dtomos de hidrogénio em seus estados

fundamentais. E possivel mostrar que a interacao é atrativa e vai com ,,%, onde

r ¢ distancia entre eles. Vamos demonstrar isso com teoria de perturbacao.

I"| 4/ NZ
o
a7 1

Escreva a Hamiltoniana H (considere os prétons fixos). Que tal: H = Hy + 'V,

( h2 2 2
5 oy € e
Hy=—-——(V1"+V3")—— — —
. 2m oo T
energia cinética atracao proton-
dos elétrons elétron proximo
onde <
e? e? e> e>
V= —— —
r r—ry| |—r—r2| |r2—(r;—r)
repulsao atracao elétron repulsao -y
dos niicleos 1 fcl tre elét )
os nucleos longe - ntcleo entre elétrons == 10

UUUUUUU
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Teoria de Perturbacao: Interacao Van der Waals
O estado fundamental de Hy é dado pelo produto de dois kets iguais (ambos
relativos a menor energia do dtomo isolado). Isto por que Hy é a soma de dois

atomos que nao interagem. Na representacao das coordenadas seria:
(0) _ 77(0) (0)
Uy~ = Uspp(r1)Usgp(r2)
Para descobrirmos o comportamento do potencial entre os atomos para r

. N ri
grande, comecamos por expandir V' em poténcias de —. Tome, por exemplo:

r
1 1 1 . 1
= = — —— e use a expansao de
T — i \/7“2—2r.ri+7“2.2 7“\/1—2r.71—|—(72)2 1tz

r 32
r << 1, isto é ~1— =4+ — 4+ ...Feito isso, teremos:
b/ T+a 2778
1 1 1 r; T 3 I; T o 2
~—(1—=(=20.=+ (D)) + (=2t + (=)
r — r 7"( 2( rr+(r))+8( rr+(r)) + )
1 rr; 1, rj.2 3 ,t.rp.2 T4
= — 1 1___1 _ 1 O _13
(15T SO o)

Mostre que se tomdssemos apenas os dois primeiros termos da expansao acima,

obteriamos V =10, com V dado pela expressao do slide 10.

¥ 11
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AFI78‘78 Teoria de Perturbacao: Interagao Van der Waals
ula

, 1 _1 f‘.ri_lﬂz §f‘.ri2 i3
Apteando = (14 - 5 SO o))
2 2 2 p
para os 3 casos em V = c__° — € c ,
r r—ry| |—r—ra| |r2—(r;—r)
. o 62 1 1\2 3 f’.I’l 2 1 o2 3 f‘.I‘z 2
temos: V——7(—§(7) () —5(=) + (=)

1,|lry —ral\2 3 ,f.(rp —ra).2
pLlmrale 300 or),

cruzados dos dois 1ltimos termos contribuem, obtemos:

5 . .
v=_% ( _ 1<21‘1-I'2> + g(Z(r.rl)(r.rz))). Escolha t =2 e

r 2 r2 r2

) e, apos notar que sé os termos

(\)

2

finalmente obtenha V = 6—3 (azle + Y1y2 + 2122 — 3,2122), ou melhor
r

p
e 1

V = (:rlxz + Y1y — 2z1z2) -+ C’)( ) interacao entre dois dipolos -
3

ver Jackson p.141.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Estamos prontos para aplicar teoria de perturbacao
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AFI78‘78 Teoria de Perturbacao: Interagao Van der Waals
ula

Acontece que quando vamos fazer as contas em 1% ordem, temos que

V(r) = ED(r) = (U (x1)U oo (r2)|V|U 5o (r1) Utpp (r2)) = 0,

(V(r) ¢ obtida com integracoes independentes em rq € ra;

2 ) o

V = % (z122 + Y192 — 22122) é uma fungao {mpar em rq e em ro;
POIS <
0 , N
U1())o(1'1) é uma funcao par em ry;

0) , 3
| Uigo(r2) € uma fungao par em rs.

Contribuicao de 2% ordem fornece:

§ e, (kO] (2122 + y1y2 — 221 22[0(D)]?
. V=B =15) 70 _ O
> k#0 o — Tk
g 1
ga;o%’ Uma interacao que varia com — € ¢ atrativa, pois E(g()) — E,E:O) € sempre
909 c r
mo Qoo N .
6?33;0 negativa. .
¥ 13
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