F789  Métodos Aproximativos para problemas dependentes do tempo.
Aula 20 o Considere Hj discreto e nao-degenerado (apenas por simplicidade)

Holpn) = Enl|on)
Hy nao depende explicitamente do tempo e que seus seus auto-estados sao

estacionarios.

e No instante ¢ = 0 uma perturbacao ¢ aplicada ao sistema. Isso implica que a
Hamiltoniana muda para H(t) = Hy + W (t) com W (t) = AW ().

e Queremos que a perturbacao seja pequena comparada com Hy, ou seja se W(t)
for da ordem de Hj (e igual a zero emt < 0), podemos ter A << 1 e sem dimensao.

e Para t < 0, o sistema se encontra no estado estacionario |p;) auto-estado de Hy

com auto-valor Fj;.

e Quando t =0,W(t) # 0 e o sistema evolui sob o comando de uma nova
Hamiltoniana, H(t).
Nossa proposta é calcular a probabilidade P;¢(t) de encontrar o sistema em um
outro auto-estado, |¢f) de Hp no instante t.

e Em outras palavras — Queremos estudar as transicoes induzidas pela

perturbacgao W (t) entre estados estacionarios do sistema nao perturbado.
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F789  Métodos Aproximativos para problemas dependentes do tempo.
Aula 20 e O tratamento em principio é simples: A evolucao temporal se da de acordo

com a equacao de Schrodinger

L d :

i e(e) = [Ho -+ NV (0] |00,
onde [1)(t)) é uma solugao desta equacao diferencial de 1a ordem no tempo,
com a condicao inicial |1(t = 0)) = |¢;). Solugao tnica por sinal.

e A probabilidade procurada é:
2
Pir(t) = |(prlb@))]

e O problema todo se resume em achar [1(t)), a solucao da equagao de
Schrodinger sob a acao da nova Hamiltoniana.

e O problema maior é que nem sempre é possivel resolver exatamente esse
problema — Dai a necessidade de métodos aproximativos.

e Se )\ é pequeno — teremos um método baseado na expansao em poténcias

§ de .

g ® Aplicaremos esse método para perturbacoes senoidais, casos de ondas

8 Vd . . . ya . ya

2  eletromagnéticas interagindo com atomos. Veremos que isso ¢ um exemplo
° 9
32 2 de fendmeno ressonante
%%%O g ) Olhe a formula

discreto-discreto; de Rabi do cap. IV R\
[~}

)
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F789
Aula 20
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Solugao aproximada da Equacao de Schrodinger

e A equagao de Schrodinger na representacao {|¢n)}-

P (t) explicitamente involve |¢;) e |¢p¢). Porque nao escolher essa representacao?

Um sistema de equacoes diferenciais para as componentes do vetor estado.
se [Y(1)) = 22y, Cn(t)|on)

Lembre que temos = P = |Cr(1)|?, se [¢(0)) = |p;)
Cn(t) = (@nl(t))

Chamaremos de W, (t), o elemento de matriz

(Pn|W () |px) = Wk (1)

Lembre que Hg ¢é diagonal nesta base

Para resolver a equacao de Schrodinger,

m%w(t» = [Ho + AW ®)] [ (1),

projeta-se o operador unidade, 1 = Z lok) (ok|, pela esquerda, para obter
k

Z oK) Zhdt {pr|v(t) Z o) (on| [Ho + AW (8)]|b(t)).

Os coeficientes de cada |¢k) devem ser nulos independentemente. A,
4.\' 3
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F789 Solucao aproximada da Equacgao de Schrodinger
Aula20 § para um n genérico

S onl0(0)) = (il [Ho + AW (D] (1),
(Cult) = {oul)
(on|W (t)|or) = Whi(t)
(on|Holpr) = Endnk
L1 = Zk ‘30k3><§0k‘

e Usando as propriedades < = temos

i Cult) = BaCalt) + 3 (ol W (0)loid o 0(0).
k

L d

ih—=Cn(t) = BnCh +Z>\Wnk £)C (2).

e Note que este sistema de equagoes é acoplado, s6 quando W, (t) é nao diagonal.

e Quando )\W(t) é zero, as equacoes acima sao nao acopladas com solucao do tipo
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Og%?g;u onde b,, ¢ uma constante que depende das condicoes iniciais.
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e Tomando w,; =

Solucao aproximada da Equacgao de Schrodinger

e Agora se AW (t) é diferente de zero, mas A << 1, esperariamos que C,, (t)

nao fosse muito diferente da solucao do caso A = 0. Que tal, manter a

forma e incluir uma dependéncia temporal em b,,7

iEnt

Cn(t) =bp(t)e 7 |
Se o perturbagao for fraca, esperamos b, (t) ~ b, (t = 0). Note que apenas

fizemos uma mudanca de fungoes, de C,,(t) para b, (t). Até aqui nao tem

nenhuma aproximagao (e nem resolvemos o problema).
Substituindo isso na equacao da caixa verde do slide anterior

inl (bn(t)e_ E) ~ B, (bn(t)e_ E) + 3 AW (t) (bk(t)e_ = )
k

dt

ihe™ 1 by (1) F Bue ™ 1 by (1) = Enbn(t)e™ 7+ AW (t)be(t)e™ 7
k

E,—-FE
h

k A
, frequéncias de Bohr, podemos escrever
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Equacodes da perturbacao

O sistema de equacoes da caixa azul do slide anterior é rigorosamente
equivalente a equagao de Schrodinger (nenhuma aproximagao). E por isso
que usaremos a hipotese, A << 1 para ver se obtemos uma solucao na forma
de expansao em poténciais de A (que serd solucao precisa e correta se A for
suficiente pequeno.
Usaremos:

b (1) = b (1) + A0V (1) + A2 (1) + ... + A"b{"(t)
para inserir na equacao abaixo e tomar os coeficientes de A" em ambos os lados.

d

TWnkt
ih—-bn (1) = )\Z Wk (8)b, (1)

(i) r=0
d
Zhdt b9 (t) = 0 = bV (¢) nao depende do tempo. Note que se A = 0, a solucio

do problema é b, (t) = b9 () = constante
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Equacoes da perturbacao
O sistema de equacoes da caixa roxa do slide anterior, lembre que o bg_l)(t)

estd associado ao A"~ ! que multiplicado por A (do Wi (t)) deu um A" igual

ao do outro lado.

Note que conhecendo os b,(f_m(t) pode-se solucionar a equacao para b,(:) (1).

Por exemplo, a solucao em ordem zero permite o cdlculo de ordem 1.
Solucao de primeira ordem em .
Como seria o estado do sistema no instante ¢7
bn(t) = 0 para n # i
Para t < 0, o sistema estd no estado |¢;) (por hipétese) < b;(t) = 1 para t < 0,
pois, AW = 0.
No instante t = 0, \W (¢) pode ficar descontinuamente (porém de forma finita)
diferente de zero. Entretanto uma vez que )\W(O) é finito, a solucao da equacao
de Schrodinger é continua (b;(0)=1) em t=0 (a derivada pode ser descontinua).
b (t = 0) = 0

Assim, podemos escrever que a condi¢ao inicial b, (t=0)=0d,; bf{") (t=0)=0

ser>1
Em principio, para t < 0 teriamos b;(t) = constante. 1 é escolha. W
¥ | 7

UUUUUUU



F789
Aula 20

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Equacoes da perturbacao

e Como ja vimos, b,(,f)) (t) é uma constante. Assim podemos escrever:

o b (t) =b9(0) = 6,; = isso resolve completamente o problema em ordem zero.

o Para r = 1, substitua o valor de » = 0 no lado direto da equacao da caixa roxa

do slide 6 e obtenha:

d . . _ d . .
H_ () — Wkl (r—1) 2 (1) _ Wnkt (0)
ih—- by (1) —zk;e Wk (Db (1) = ih— by (t)_zk:e KTV, (0)b) ) (t)
d . . . .
gk (1) . Twnkt C_ _dwnpt .
L ih— b (1) = zk:e Y e () O = €t Wi (1)
1 [t .
integrando diretamente, temos b} (£) —b) (0) = e / et Wi (¢')dt', ou ainda
thJjo
1/t
b () = = / ewnit W (t)dt,
th 0

onde usamos b} (0) = 0.

e Esses resultados (ordem zero, b (t), e primeira ordem, b{)(¢)) podem ser

nt

inseridos na expressao C,,(t) = b,(t)e” " » que definird |¢(t)) em primeira

ordem de . R
¥ 8§
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Equacoes da perturbacao

e A probabilidade de transigao entre estados P;¢(t)

No inicio da aula vimos que ao definir |¢(t) Z Cn(t)|pn) com |1(0)) = |p;),

teriamos que a probabilidade de transigao de ]goz> para |@;) seria P; = |C(t)]?
com Cy(t) = (py0(1)).

1Bt
n

Como Cy(t) = by(t)e™ 7= = Pip = [Cr(2)|2 = [bp(t)e 7 |2 = |bs(¢)|%, onde
br(t) = b;o)(t) + Ab;l) (t) + )\ngg)(t)... + )\Tbgcr) (t) é uma série de poténcias em A

com hierarquia, se A << 1.

1 [t .

Vimos hoje que b0 () = 6,,; e b\ (t) = pes / wonit 7 () dt' . Assim para uma
?

transicao entre estados diferentes, podemos escrever:

Ly (Y s 2
Pip = X2\ (t) ( / st Wi(1) —ﬁ\ / e Wii(t')dt'|, onde
0
(?)

usamos que )\sz-( ) = Wy,

Estamos prontos para fazer algumas aplicacoes de teoria de perturbacao para
obter a probabilidade de transicao entre estados diferentes. Podendo-se tratar
coisas do tipo: qual seria a chance de excitar um atomo de hidrogénio

W A
do nivel 1s para o nivel 2p, via impacto de ondas eletromagnéticas? %.\v 0
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AFT8;O Equacoes da perturbacao
ula
e Para tanto, considere situacoes, onde a perturbacao ¢ ligada em t =0 e

0 parat’' <0
desligada em t. Definimos W (t') = { W (t) para 0 < ¢/ < ¢
0 para t’ >t

Ly Y v 2
Em primeira ordem, P;¢(t) = ﬁ‘ / et Wi (t')dt'|, é proporcional ao
0

quadrado da transformada de Fourier de Wy, (t) = (pf|W (t)|¢@i), um
elemento de matriz da perturbacao entre os estados inicial e final.

o Note que a transformada de Fourier de uma funcao do tempo é uma funcao
de freqiiéncia e no caso ela ¢ calculada na freqiiéncia w = wy;.

e Nos nao discutimos as condicoes de validade da aproximacao de primeira

ordem em \A. Lembre que nossa expressao exata (caixa azul do slide 5) para

d

§ b, (t) é dada por zhd by (t) = )\Z ek T, 1 (£)by (£) e note que o termo de
3
8 primeira ordem pode ser obtido pela substituicao de b (t) por bi(0), isto é
5. /M d
%%POE ’Lhd bn(t) = )\Z W”’“thk( )0k = veja slide 8. Assim, se ¢ for pequeno o
835, k RN

suficiente para by (t) nao diferir muito deby(0),a aproximacao é valida==® |10
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