Wk Teoria de Perturbagao para problemas dependentes do tempo.
ula

« Wri(t')
A
1 0 parat’' <0
W)= W(t) para 0 < t' <t
{ 0 para t’' >t
> Probabilidade de achar o sistema em | ¢)no instante
0 ' .
‘ ' f t, sabendo que ele estava em \@) no instante ¢t = 0.
o Em primeira ordem, P;¢(?) =13 ’ / plwrit! Wit )dt . 6 proporcional ao
quadrado da transformada de Fourier de Wy, (t) = (¢ f|W (t)|¢i), u
elemento de matriz da perturbacao entre os estados inicial e final.
o Note que a transformada de Fourier de uma funcao do tempo é uma funcao
. , . Ey — E;
de freqiiéncia e no caso ela ¢ calculada na freqiiéncia w = wy; = —
=3 Cot)|on
g e Obtivemos esse resultado com ajuda de V(e =20, (Z)E’ft ) na equacao
5 Cn(t) =bp(t)e” 7
02 O% de Schrédinger dependente do tempo. Isso levou a (sem aproximagoes):
Qoo &
03?) 327, d TWnkt
gooo Zhd b = )\Z F Wnk( )bk‘( )
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Métodos Aproximativos para problemas dependentes do tempo.

A teoria de perturbacao foi obtida, substituindo a série hierarquica de poténcias
A <<1): by(t) = b9 t) + X () + X262 () + ... + A"b{7) (1)

na equacao do slide anterior e tomando os coeficientes de A" em ambos os lados.

Isso resultou em: zh b(r) — )\Z et nk Y, L b(r 1)()

b (t) = g

arante a condicao inicial | (0)) = |p;).
b (0) = 0.1 > 1 g ¢ 1%(0)) = |ei)

Aprendemos que {

Para r = 1, obtemos a teoria em primeira ordem

b 0 (1) = A D Wp (1) = A3 e W (1) = e W)
| Y L
Zh/ zwfit Wfi(t/)dt/,

Note também que ao comparar a equagao acima (primeira ordem) com a do slide

b(l)( t) =

anterior, verifica-se que o efeito pratico foi trocar by (t) por bi(0) = b](€0) (2).

Assim, a solucao em primeira ordem vai ser boa, se b (t) nao diferir muito de

br(0). Quando t cresce, nada impede que as outras ordens fiquem importantes.
NN
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Caso especial: uma perturbacao senoidal ou constante.

5 W sin wt N
e Definicao do problema W (t) = {Wsmwt = W = W(R, P) é geral, mas nao
COS W

depende do tempo.
e Exemplos de utilidade desta perturbagao estao nos complementos Axyr € Bxir-
O mais notério é o calculo de P;¢(t), a probabilidade induzida por uma onda

eletromagnética para uma transigao entre os estados |p;) € |p¢).

e Os elementos de matriz Wp;(t) (caso seno).

Wﬁ( +iwt e—zwt) em b(l)( ) 1

t
Wii(t) = Wy sinwt = (€ zh/ et Wy (¢)dt,

T t , ) , 7. oi(writw)t i(wpiw)t
leva a — sz / [ei(‘*’fﬁW)t _pilwpiw)t }dt/: sz € | f 1 e ' f 1
2h 2k - i(wpitw) i(wpi—w)

sz 1— ei(wfz-—l—w)t 1— ei(Wfi—w)t

Isto &, bV () = -
YO 6 Dy ( ) 2ih [ Wi t+w Wi —W
e Para finalmente, obtermos:
‘sz‘2 1_ei(wfi—|—w)t 1_€i(wf¢—w)t 2
4h2 ‘ Writw  Wh—Ww
/ / W
¥ | 3



F789 Solucao aproximada da Equagao de Schrédinger

Aula 21 : - , : : ~
e O que mudaria se fosse o W coswt? S6 o sinal relativo das fragoes

|Wf¢’2 1_€i(wf¢—|—w)t 1_€’i(Wfi—W)t 2
4h? ‘

e Para obter uma perturbacao independente do tempo, basta fazer w = 0,

Pir(t) = N0 (1))2 =

Wi Tw Wi —w

no caso cosseno. Isso leva uma probabilidade de transicao igual a:

2
. . it
7) (t) ‘sz’2| ’Lszt 1_€Z(A)fit 2_ |Wfi|2‘2(1_ezwfit) 2_ |Wfi|2 ‘1_6%01"
AT T Y 2 ayy ayy  4R2 Wi - R2 w?gi
“fi i i
. (Wyil? e 2 e 2t —e™20) 2 Wiyl 2iei 5"t sin “Lit)2
da P; s (t) = ) ‘
ou ainda P;¢(t) 72 p 5 o
W;|? rsin =£4¢42
Para finalmente, termos Pif(t):‘ h];Z’ [ wa? }

Para entender fisicamente o que estd acontecendo, estudaremos transicoes entre

estados discretos e entre discreto e um conjunto do continuo.
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F789  Teoria de Perturbagao dependente do tempo: potencial constante

Aula 21 Oset <0
W(t) = N {W ¢ independente de ¢, mas pode depender
de x e p.
Wset>0

Se em t = 0 o sistema estiver em |i), podemos escrever:

(0) — C(O)(O) .

. t .
(1) _ ¢ _ iwnit’ g0 L ' 1 iwnit’ |t _ Wi iwnit
cy,’ =—=W, e dt’ = ——W, e = 1—e
" [ A ™ iwn ’O A ( )
TWoy 4t —1lWyy ;T TWoy it
_ Wi iwnit (_22,)(6 2 —e 2 ) _ _2’&6 2 Wi Wht
hwm 21 hwnz
4 W, |2 Wnit
e .. Pli—=n)=|cV@)]?= nil a2 Wnd
Suponha que existam muitos estados finais — praticamente um continuo de
E, - E | . ler ()2
£ energias w = ———— com w variando continuamente. Vamos plotar ————-—
% como funcao de w para um dado t. Isto é, no slide seguinte apresentamos uma
(1) (42 2
o, : e’ (1) 4 | 5wt 4 wt.o, t
’ ! — —
?%3,0? figura de f(w) = Woil?  72a? sIn” —-. Note: (lg% f(w) = 33 (?) =5
83% e

903 A amplitude cresce quadraticamente no tempo se w = 0. AV
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5,01
4wt
4, J(w) 3,2 sin >
/\ 4,0 /\
_fof(w)x 3 / \ Aqu
/ produto:f( \ a, / \
/ \ T \
/ \ T \
y ’5 \
J\
/ > \
| | | | Io,o | | | | w
5 4 -3 2 -1 2 3 4 5
Quase toda a acao estd entre — 27” <w< 2777
wt
Isso ocorre entre os primeiros zeros do sin® 5

Teoria de Perturbacao dependente do tempo: potencial constante

h=1;t=1;

Aw =2 =6,3
. Ey - E;
1,w—T
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12,0 h =
flw) = 24 2 sin” w_t
h=w 2
10,0 Aw -
— 1 fWA2 Aqui’ w
@ 1sin/2(wt/2) 8,0
produto:f(w)
6,0

AW

\ [\

 — T I '0, o
-5 -4 -3 -2 -1

Quase toda a acao estd entre — 2777 <w< F

1 2 3 4 S

27

5 WL

Isso ocorre entre os primeiros zeros do sin” 5

Teoria de Perturbacao dependente do tempo: potencial constante

1; t = 3;
2w
2r 91

. E;—E
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Teoria de Perturbacao dependente do tempo: potencial constante

30,0 || L
T h=1; t=25;
T 4 | S wt
T flw) = 72 ST
25,0 /) Aw= 2 =1,3
— 1 /WA2 :: Aqul W = Ef o EZ
E——4sinA2(Wi/2) 20,0 h
produto:f(w) ::
15,0 | |
10,0 | |
/VV\; “ J\/\/\
s s e 0,0 P | | | w
5 4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 5
Quase toda a acao estd entre — 27” <w< 27”
5wt
Isso ocorre entre os primeiros zeros do sin 5
V2,
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ula

120,0 ) .
“ h=1; t=9;
| fw) =y sin?
I w) = sin® —
h2w? 2 )
100,0 || Aw==F=0,7
1] . Ef - Ez
12 i Aqui, w =
== 4sinf2(wt/2) 80,0 It h
produto:f(w) i
60,0
40,0 |||
20,0 | |
NG |S g:g
§ VAVAVAVAVAWAT, MALAANNIN., W
o
.8 L]
_% -5 -4 3 2 1 o 1 2 3 a 5
ng..
5. /Bl Quase toda a acao estd entre — 27” <w< 27”
33z
O??@ 000 S . . I/ ("Jt
cLide Isso ocorre entre os primeiros zeros do sin 5
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tome |w|maezr =

e Para transigoes “finas”, com FE,, = F;, temos |c,(t)]

Potencial constante, conclusoes:

e O maximo de probabilidade ocorre em w =0, com FE,, = F;.

Emax — B,  AE 27 27
h A ¢ At

N _-s

largura em energia
envolvida no processo

)
Se At pequeno: a largura em energia é grande {

Se At grande: a largura em energia é pequena{
\

2 ‘Wm'|2t2
T OR2

= —, onde At =1t é o tempo de

transicoes respeitam
a conservacao de energia

, Ou seja,

2T
e Quando t cresce, f(w) fica aprecidvel no intervalo 0 < |w| < - I[sso permite

escrever a largura em energia dos estados finais possiveis (estados que podem

ser excitados por terem amplitudes de probabilidade relevantes). Para isso,

potencial ligado. Pode-se expressar isso de uma forma conhecida: AFE At ~ h.

transicoes podem violar
a conservacao de energia

a probabilidade de haver mudanca é quadratica em ¢. Precisamos discutir o

o significado disso. Antes dessa discussao, na proxima aula, apresentaremos

dois exemplos de transicoes sem perda de energia (para AE = 0.)
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Perturbacao senoidal entre dois estados discretos.

Um fendmeno de ressonancia

e Caso cosseno: quando ¢ estd fixo, P;¢(t) é uma funcao de w (freqiiéncia imposta).

Veremos que estd funcao tem um méaximo quando w = wy; ou w = —wy;.

e Tomando w positivo (definigao de nossa escolha), os dois casos tratam situagoes

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

onde w¢; > 0 ou wy; < 0.

Ly A o) E; @ |04)
E; =l |¢i) Ey ¥—lpy)
absorve energia (hw) emite energia (Aw)
PR o= B2 g

Consideraremos o caso wy; > 0 (situacao da esquerda). As expressoes do topo
do slide 4 (cosseno) ou a do slide 3 (seno) mostram que trata-se da soma ou

diferenca de dois nimeros complexos, A, e A_ com:

n 1 — ei(wfizlzw)t s (wpstw) , Sin[ (wfz'2:|:w) ¢
+ = o oy = —1€ 2 oritw) &"’A pr—
2 ¥ 11
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Perturbacao senoidal entre dois estados discretos.

Um fendmeno de ressonancia

. (writw)

Note que para A :—iei(wh?iw)tsm[ 2 d
q p + (writw)

2

, 0os denominadores, respeitam

lim,, ., denominador de Ay =0 .. A, cresce fortemente;
as relacoes

limg, 4, denominador de A_ =0 .. A_ cresce fortemente.
Note que A4 sé nao explodem, porque os numeradores também vao a zero.

Quando w — +wyi(—wy;) = A_(A4) é dito termo ressonante.

Consideraremos o caso |w — wy;| << |wy;|. Nesta situagao, podemos negligenciar

12
o termo A, e escrever: P;s(t)= H/Zi];’ [A+ + A_]

Wfs—W

2:|Wfi\2 [Sin 5 t]2
4h?

wfi—w

Compare com o caso estudado, potencial constante, do slide 4 e verifique que

diferem apenas pela troca wy; por wy; —w. Note também que A4 (—w)=Ax(w).

- W)
Not 1 = P;r(t)=
oredue e 7 () 1752

para o potencial constante. Agora basta fazer a frequéncia imposta igual a

t2. Isso acontecia no caso w #; indo a zero,

frequéncia de Bohr que assistimos uma ressonancia.

Todas as figuras que fizemos, ficam agora centradas em wy;. o, A
¥ 12
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F789
Aula 21 Um fendmeno de ressonancia
i A2 (¢
| ‘f( g w) figura-XIlI-3 do texto
4h? —rh
|
|
|
|
|
|
|
| 4
| T
| Ao = —
| / :
l‘* ; >
! n' |
5 it
5 | ! |
T I | |
8 | [ :
NERY
o 3 |
0s. g ! : |
%og J “/Xt
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e Como PmaX(l)(t): lim Pif(t)=

Perturbacao senoidal entre dois estados discretos.

Um fendmeno de ressonancia

e Um novo olhar para a largura da ressonancia e a relacao de incerteza tempo-

energia. Novamente, Aw pode ser definido como a distancia entre os 2 zeros

de P;¢(t) ao redor de wy;. Tais zeros sao obtidos quando o argumento

Wil 2 Wyl psin=t—ty2

do seno em P;f(t)= 17 [A+ + A_} =2 [ = } sao iguais a
, Wfi — W= t 41
+ 7. Istoé —t =471 = (w+—w_)§ =21 = Aw = 'R

e Para o potencial constante no tempo, a largura foi associada a distribuicao

de estados finais. Agora, é a largura da freqiiéncia imposta ao redor de dois

niveis. A mensagem é: as transicoes ocorrem se a freqiiéncia da perturbacao

21 s
estiver no intervalo wyg; — e <w <wf + e Quanto maior for o tempo de

exposicao, menor pode ser a largura de frequéncias.
2

| W ¢i]

w—>Usz 4h2

t?, quanto vale a altura do segundo

3 5% Pnflax(l) (t)
7 . \ . . ﬂ- i /[; ‘
maximo a sua direita? Ocorre com o “argumento do seno” = —

9 .
WeH—W, 3T  Wp—w 3T W2 [ 1 ]2 ]Wfi]2t2

° t: f— i t —

.. 9 9 = 9 9 = P; f( ) 4h2 W fi—w 97-‘-2h2 \\"’ e

% 14
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Aula 21 Um fendmeno de ressonancia
e Validade do tratamento por perturbacao.

Na nossa discussao, fizemos a hipdtese que w ~ wy; e desprezamos A, com
respeito a A_. Seria bom comparar melhor A, com A_. A figura do slide

13 diz respeito a A_. Como seria A7

e Primeiro note (ver slide 12) que ‘AJF (w)‘ = ‘A_(—w) , simétrico com respeito a
w = 0.

e Isso permite concluir que se a largura da ressonancia for muito menor que a
distancia entre os picos de Ay e A_, A, pode ser negligenciado na regiao

da ressonancia. Ou seja, se Aw << 2wy; nossa analise estd correta. Mas

47 47
lembre que Aw = e e essa exigéncia implica em e << 2wy;. Isso é o
. 2T 27 , :
mesmo que pedir que £ >> wor ~ — =T (periodo de 1 de ciclo). Em outras
Wfq w

palavras, a aproximacao é boa se no intervalo [0, t] a perturbacao realiza

diversas oscilagoes (um convite ao sistema entrar em ressonancia).

~ . .~ T
e A Perturbacao constante T' = oo nunca satisfaz a condicao t >> — =T.
W
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