F789 Sistema de Particulas Idénticas

Aula 23 e Particulas idénticas = Ambiguidade nas medidas;

e O que faremos { e Um novo postulado para resolver isso!;

e Operadores de permutacao: uma ferramenta eficiente.

e Definicao: Duas particulas sao idénticas se todas as suas propriedades

intrinsecas (massa, spin, carga, etc.) sao exatamente as mesmas. Ou seja,
Nenhuma experiéncia pode distinguir uma da outra.

o Consequeéncia da Definicao: Quando um sistema fisico contém duas particulas

idénticas, nao existird nenhuma mudanca em suas propriedades e em sua
evolucao temporal, se os papéis dessas duas particulas forem trocados.

o Note que positrons sao diferentes de elétrons, independentemente das condicoes
experimentais (mesmo que nao se mega a carga, eles nunca podem ser tratados
como particulas idénticas).

e Particulas idénticas em mecanica classica, onde o futuro do sistema pode ser

Lagrangeana L£(ry,vy;ra, Va),
conhecido via ¢ ou se preferir,

Hamiltoniana = H(ry, p1;r2, P2),
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F789 Sistema de Particulas Idénticas
Aula 23 o (Conhecer as condicOes iniciais e a Lagrangeana (ou se preferir, a Hamiltoniana),

Iy (to) \'%1 (to) =TI (t), \'%1 (t)
implica conhecer o futuro do sistema:

s (to) Vo (to) = I'g (t); Vo (t)

Lagrangeana L(ri,vi;rz, ve)=L(r2,va;r1,Vvy)
e Particulas idénticas exigem
Hamiltoniana 7—[(rla P1:;T2, p2) :H(I'z, p2;T1, p1)7
r1(to) = ro; vi(to) = Vo;
se trocarmos as condicoes iniciais do problema de

r2(to) = ro; va(to) = vo.
(

ri(t)=ro(t); vi(t)=vo
ri(to) =rhivalto) = vh; | =rWvi=ya(t)
para = 4 depois, antes, depois, antes da troca.
= ro(tg) = ro;va(ty) = vo. N TN NI \
g 2( 0) 0, 2( 0) 0 \I’z(t)zrl(t);Vz(t):Vl(t).
2
5 o Ou seja a trajetéria da particula estd definida unicamente pela condigao inicial:
8. O§ é como dizer aquela que realizou a trajetéria 1 (2) foi a que saiu da posicao rq
995 g . , . . ,
Og%g,ao ~  (rp). Na mecanica cldssica podemos “seguir” as particulas, passo a passo, e
Ser . ) i A
sempre saberemos qual é qual. A2
4.\' 2
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 23 Al A : , 1A - :
e E na mecanica quantica? Considere duas particulas idénticas colidindo (via

potencial central V (r), r = |r| = |r1 — ra|), conforme a figura.
' o

— € >

P1 P2
D
depois (T
t U pi(pa2)

. <9

antes P1

depois

P2 (P1)

e Diferencas claras: (1) Particulas nao tem trajetorias; (2) Pacotes separados

em t' =ty podem estar misturados em ¢’ = t. Como saber qual é qual?
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e (Qual das duas voceé estaria detectando em D7 Note possiveis trajetorias

99°  (curvas cheias e pontilhadas). N
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica
Aula 23 e Faca uma medida em D (a outra deve estar andando em dire¢ao oposta por

conservacao de momento).

Representacao esquematica, conforme a figura.

r I
> 2 >
P1 P2
D
depois . <7
| -~ pi(p2)
6
+—= —— —— >
p2 antes

depois = "o (o)

e Duas situagoes classicas distintas (trajetorias pontilhadas e cheias) estao
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associadas & um tnico estado fisico (a quantica mistura essas situacoes).

ose  E impossivel imaginar uma experiéncia mais completa que pudesse n
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 23 Degenerescéncia de troca
e Um outro exemplo de degenerescéncia de troca: sistema de duas particulas

idénticas, ambas com spin 1/2,

o Suponha que voce saiba que a componente de spin total ao longo do eixo z
é nula. Isso implica que uma tem componente de spin + 1/2h e a outra tem
— 1/2h ao longo do eixo z.

e Se considerarmos que S; e Sy sao as observaveis associadas a cada particula,

a base ortonormal de auto-kets de S, e So, seria {|e1,€2)},com e; =+ e

_ h
€2 = *, onde Slz‘€1,62> - E1g|€1762>
SQZ|€17€2> = €2§|€1,€2>

e Se pensassemos classicamente, dois estados possiveis poderiam descrever a
Considere o caso

Lo . . |+, =) 1
situagao de spin total zero ao longo do eixo z ’ a] =8| = =
|_7 +> N ~ 2/
§ o O principio de superposicao diz que qualquer combinacao a|+, —) + B|—, +)
E
O ;. .
g com la|? + |B]? = 1, pode representar o mesmo estado fisico (um spin para
02, g cima e outro spin para baixo). Isso é chamado degenerescéncia de troca.
Nl
Q05 B
08%’330 e A combinagao arbitraria ¢ um problema: o estado nao ¢ unico. Para
0% o , , , -y
perceber isso, meca S, = S1, + So, € veja o que obteria? NG
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 23 Degenerescéncia de troca
e Suponha que procuramos a probabilidade de encontrar ambas as particulas

apontando para a direcao + ao longo de x. O estado associado a esta
medida é |+, +), = |+)z ® |+)z, definido de forma tnica (a menos de uma

fase global). Conforme visto em aulas anteriores (capitulos IV e X)

+,+)z = % []61 =+)+ | = —>} R % [\62 = +) + |ex = —>], ou seja,

1 .
|+, +)z = 3 [\—I—, +)+ =)+ |+, —) + |-, —)], o que permite calcular
2
‘ < (faca em casa).

2 1
P= | (++|al+ )+ 8- 1) = [5@+8

e [Esse resultado depende de a e 5. Precisamos encontrar v e 8 que possam
representar o estado fisico de forma tnica. A degenerescéncia de troca
precisa ser removida.

e Quando aprendemos a somar momento angular (capitulo X, aula 9), achamos

quatro estados (|S, mg)) associados a duas particulas de spin 1/2.

(1, 41) = |+ +)

. 1, -1 =]--) _
oo Obtivemos < Loy = L B B = < a solucao de nosso
(1 1, 0) “F(‘ +-)+[—+) roblema? . a
MAPLima 10, 0) = (I +=)=[=+)) ol
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F789
Aula 23
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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Degenerescéncia de troca
Antes de explorar isso, é preciso generalizar: Sistema de 3 particulas.

Suponha £(1),£(2), e £(3), espagos de estados de uma particula. Podemos

construir o espaco do sistema de 3 particulas £ = £(1) ® £(2) ® £(3).

Suponha agora B(1), inicialmente definida em &£(1) (para facilitar, considere

ela por si s6 um CCOC).

Como 1, 2 e 3 sao idénticas, os operadores B(2) e B(3) também existem e

formam um CCOC em £(2), e £(3).

Os 3 operadores tém o mesmo espectro {b,;n = 1,2...} e o produto tensorial

nos fornece o espago: {|1:0;;2:0;;3:bg);4,7,k = 1,2, ...}, auto-kets de B(1),

B(2) e B(3) com auto-valores b;, b; e by, respectivamente.

Uma vez que as particulas sao idénticas, esta estéria de medir B de 1, 2 ou 3

nao vale. O que medimos é B de uma das particulas, mas nao sabemos de

qual delas. Assim apds as medidas, b, b, e b, o sistema pode estar em V

dos estados fisicos: {1:bn;2:bp;3:bq>; 11:0452:bp;3:0y)5[1:6,52:0453:by,)
11:0,,52:bg33:0p)5 [1:bg;2:by33:6y,)5|1:0p;2:0,,53:0y)

Assim, uma medida completa (envolvendo todas as particulas) nao permite

determinar um tunico ket do estado do sistema. S A

Y 7
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica
Aula 23 Operadores de Permutacao
{ug) }—E(1);

e Considere um sistema de duas particulas (distintas) descritas por{{uj>} LE@)
gerando o espaco {|1:u;;2:u;)} de £ =E(1) ® £(2).

o Note que |2:u;;1:u;) = |[1:iu;;2:uy), pois £(2) @ E(1) =E(1) ® £(2),

o mas, |1:uj;2:u:) #|1:u; 2:uy), sei#7. De fato, (1:u;;2:ui|l:uy;2:u) =0;;

e O operador de permutacao P> tem a seguinte definicao:

o Como exemplo, suponha a base de auto-estados de R e S,. Neste caso:
Poi|l:r,e;2:1" €'y =|1:v',€;2:r,¢).

e Como seria um ket, |¢) € £ escrito na base {|1:r, ¢ 2:1',¢')}7?

§ ) = 1 |y) = Z/d3rd3r’|1:r,e;2:r’,e’> (1:r,e;2:1", €' |Y) e ..
3 €,€’ e
% wee’(nr/)
03 g
‘%(?E ) = Z/d3rd3r’¢€€/(r,r’)|1:r,e;2:r’,e’>
/ O €€’ -y
A\,
¥ 8

MAPLima



F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica
Aula 23 Operadores de Permutacao

Que tal aplicarmos Ps; em [¢)) da caixa roxa?
Py W>:Z/d37“d37°/¢ee' (r,x") Po[1:r, ;287 6’>:Z/d3rd3r’¢€€/ (r,r’)|1:x ) €;2:r, €

J4 que integramos em r(r’) no espaco todo e somamos sobre todos os €(€'),

podemos trocar as varidveis, r <+ r’, e <> €/, e escrever:

Poal)=3 [ )|t 2:x €

Se chamarmos Py \@D>:\@D’):Z/d3rd3r’wée, (r,r')|1:r,e2:1 €,

\ 7

—~
£ conforme definimos ¢>:Z/d3rd3r’¢€€/ (r,r')|1:r,¢;2:7 )
_% €€’
O
8 temos que

3Pl Plo(r,0) = (', 1),

S

832, -y
-1 . : N/
por comparacao direta com a equacao da caixa verde. ¥ | 0
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F789
Aula 23
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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Operadores de Permutacao

Propriedades de P»;
(P21)* =1 = Py é o préprio inverso (aplicacdo direta da definicdo).
P2T]L = P51 = P51 é Hermiteano.
Para mostrar que é Hermiteano, considere:
(Liwgr; 20wy | Por|Liws; 2:uy) = (Lrugs 20wy 1wy 2:u,) = d4505,; € compare com
(Liwgr; 2wy | Ph |1 wg; 2:u5) = (1iug; 20| Por | 1wy 2:uy)* = 0331055 = 0jir 00
Kets simétricos e anti-simétricos (definigoes).
Se Poilths) = +[bs) — [hs) € simétrico;

Po1|pa) = —|vva) — |¥a) é anti-simétrico.
Note que como P, é Hermiteano, podemos procurar os seus auto-valores e auto-
vetores, isto € Pa1|Yy) = MYy ). Aplique P»1 nesta equagao e obtenha:
P2 10y) = APs1]by) = A?|1y). Lembrando que P4 = 1 e que A é real = \ = +1.
Podemos concluir que [1g) e |1 4) s@o auto-kets de P»; com auto-valores 1 e — 1,

respectivamente.

— (1 + P
Considere dois operadores {i ( T 21)

=S5S+A=1
(1 — Po)

N~ NI
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Aula 23

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

©)

(@)

Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Operadores de Permutacao
Quanto vale S% e 427

Como ¢

. N~~~
1

Note que SA = AS = 2(]1:|:P21);(ILZFP21) — 1 1 —P221) = 0.

7
Como A+ S =1 — A e S sao espacos complementares.

Tome um |¢) arbitrario e construa (segundo as defini¢ées acima) = {iié
Observe que:

1
Py1S|Y) = P21§(Il + Po1)|¢) = S|y) = S|p) é auto-estado de Py com

autovalor 1. S é um simetrizador.
1
Py1 Alyp) = P21§(]l — Po) ) = —AlYp) = A|y)) é auto-estado de P2y com

autovalor — 1. A é um anti-simetrizador.
AV
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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Operadores de Permutacao
No espaco de duas particulas, um estado arbitrario sempre pode ser escrito como

uma combinacao de kets simétricos com kets anti-simétricos. Esse é o significado
de A+ S = 1,isto é para V|¢), temos |¢) = A|Y) + S|y)

Transformacao de observaveis por permutacao

Considere B(1) uma observavel que atua em £(1) e que pode ser extendido por
B(1) ® 1(2) para atuar em &, conforme vimos em F689.

Observe que:

Png(l)szlul,2u]>:P213(1)]1uj,2uz>=bJP21]1uj,2ul>=bj\1u2,2uj>

B(2)|1:u;;2:uy)
Como isso vale para todos os kets de uma base completa, podemos dizer que

Py B(1) Pl |1 wy; 2:u;) = B(2)|1:u;;2:u ), implica em P, B(1)Pl, = B(2).

De forma semelhante, obterfamos Py B(2)PJ, = B(1) (faca em casa).

De um modo geral (para observéveis de 2 particulas) Py O(1,2)Pl, = O(2,1).
Uma observavel, Og(1,2) é dita simétrica, se Og(1,2) = Og(2,1).
Note que neste caso P»;O0g(1,2) = Og(1,2)P5,1, ou seja, observaveis

simétricas comutam com o operador permutacao.

g )
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