F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 24 Operadores de Permutagao - Sistema de N particulas
e Ampliando o niimero de particulas idénticas. Caso N =3, cujo espaco é definido

por: E={|1:u;;2:uj;3:ug)}
o Quantos operadores de permutacao conseguimos fazer, considerando a definicao:

P23, P312, Po31,
Prpglliug;2:ug;3:u,) = [ntugpruy; qiug)? Que tal?
P13, Po13, P321.

o Exemplo 1: Posy|1:ui;2:uj; 3 ug) = |2:ui; 3:uy; Liug) = |Liug; 2:u53:uy).
o Ezremplo 2: Pios|l:u;;2:u ;3 uk) = |1iug; 2:uj;3:uy) . Prag = 1.

o Ezxemplo 3: O produto de duas permutacoes é uma permutacao.

Testaremos o caso: P312 P30 = P391. Note que P32 troca a segunda com a

% terceira particula. Se fizermos isso em P19, obtemos P391. Ou se preferir,
% aplique a definicao e obtenha
gigog P312P132\1:uz-;2:uj;3:uk>:P312|1:ui;3:uj;2:uk>:P312|1:ui;2:uk;3:uj> =
08%330_ =[3:us; Liug; 2:uy) = 31w 2 w5 Liug) =
iy — P 1 w2 u:"3: &"’A
— 321| cUgy 42Uy, uk> Y 1
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 24 Operadores de Permutagao - Sistema de 3 particulas
e (Cada operador de permutacao tem um inverso que também é um operador de

( —1
P123 — P123
-1
P132 — P132 )
p-l_p Aqueles que permutam s6 um par,
213 — + 213 — ) . .
-1 o Inverso é igual a eles mesmos.
P51 = P32y

—1
P312 - P231
—1
| Po31 = Ps12

permutacao <

e Note que os operadores de permutacao nao comutam entre si.

, f , ~
Note que P312 é uma rotacao

Pi3aP319 = P13 — <

de indices. Faca isso no P390
\

o Exemplo: [Pi32, P312] 4

)
Note que P32 é uma troca das
P312P132 = P321 — «

\ \partl’culas 2 e 3. Faca isso no Ps1o.

Como Poig|liwi; 2 w53 u,) = (21w iy 3rug) = |1iuy; 20w 3 uk), Vi, g, k;
Pyor|Liwi; 2:ug; 3 uk) = [3:ui;2:uy; Liug) = |1rug; 2:uy; 3:u;), Vi, 3, k.
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90°  Isso permite concluir que [Pi32, P312] # 0. Faca outros em casa. N
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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Transposicoes e paridade de operador de permutacao
Definicao: Transposicao é uma permutacao envolvendo apenas duas particulas.

Transposicoes sao Hermiteanas e elas sao suas préprias inversas (ver aula
passada sobre o Pa1). Assim temos T =771 - T'T=1 -, operadores unitarios.
Note que T?% = 1.

Qualquer operador de permutacao pode ser escrito como um produto de

operadores de transposicao.

Pi30 — transposicao 2 <> 3

Exemplo: P312 = P132P213 .
P513 — transposicao 1 <> 2

Para obter esse resultado use relacao obtida no slide anterior, P35 P312 = Ps13,
multiplicada por P;39 pela esquerda, isto é P39 P30 P319 = Pi32F513. Usando
que P;35 é uma transposicao, obtemos P310 = Pi32P513.

Note que esses produtos nao sao definidos de forma tinica. Se usassemos a
outra relacao obtida no slide anterior, P312 P30 = P31, multiplicada por P39
pela direita, 1sto é, P312P132P132 = P321P132. Usando que P132 também é

uma transposicao, Pi32 P30 = 1, obteriamos P30 = P31 P30.

Note que P3971 troca 1 e 3. Faca isso
Outra possibilidade seria P315 = P13 321 1 321 }
em P»13 para obter P3qs. RN
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 24 Transposi¢des e paridade de operador de permutagao
e Sera que tem mais? Sim basta multiplicar qualquer uma das expressoes

por transposicoes ao quadrado,
_ 2 2 p2
Pi30Pr13 = P32 P13 P59 = P132 P13 P39 Py =
: . _ P2 _ p2 2
1sto € P312 = § P301 P39 = Pf35 P31 P132 = P55 P321 P132 P35 = ...
_ 2 _ p2 2
P213P321 — P213P321P132 — P132P213P321P132 T e
e O que elas téem em comum? A paridade! O niimero de transposicoes que

representam P312 parece ser sempre par.

( ( Py
paridade par = < Ps1o
e Isso é geral < ‘,P%l
P32
paridade impar = < Psi3
< \ | P21
% e Para qualquer que seja o numero (N) de particulas do sistema, o nimero de
% permutacoes pares ¢ sempre igual ao nimero de permutacoes impares.
‘C’;go Og e Os operadores de permutacao sao unitarios, uma vez que transposicoes sao
o(%f?’é%o unitarias e produto de operadores unitarios é unitario. Considere:

MAPLima AB(AB)Jr — ABBTAT = AAT = 1, uma vez que BB =1e¢ AAT=1. Z=® | 4
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 24 Transpo~sig6eie pazidade de operfador de permutagé?
e Operadores de permutacao nao sao necessariamente Hermiteanos.

Para ver isso, suponha A e B operadores de transposicao. (AB)' = BTA" = BA,
que pode nao ser AB, pois transposicoes podem nao comutar (veja slide 2).

e Considere esses diagramas para facilitar a aplicacao de permutacoes em kets:

o Q>0 Q@ © Qo @
O, O o O

3 3 3 3
Pyio|liw; 2 w53 u,) = 1wy 2 ug; 3:us); Prsalliwg; 20wy 3 tug) =1 w2 ug; 3:uy)

o Q' @ @ QO ™o Q
O, O O, O,

3 3 3 3
Psop|l:ui; 2:uy; 3 uk) = |1iug; 2:uy; 3:uq); Porg|liwg; 2wy 3rug) = 1wy 2:uy; 3 ug)

! 2 P32| ! 2 P2|3 ! 2
Ps13P391 @ @ @ @ @ @
L ® O O @ o

3 3 3 — .
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Kets simétricos e anti-simétricos mediante transposicao
O operador adjunto de uma dada permutacao tem a mesma paridade que a

permutacao. Isso porque o adjunto é feito pelas mesmas transposicoes, apenas

tomadas em ordem oposta.
(ABCD)" = DICTBTAT = DCBA
—— ——

4 transposicoes 4 transposicoes

* Kets completamente simétricos ou anti-simétricos x

(Definiremos 2 operadores chamados de: Simetrizador e Anti-simetrizador.)

e Uma vez que operadores de permutacao nao comutam entre si para N > 2, nao

(©)
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é possivel construir uma base formada pelos autovetores comuns desses
operadores. Entretanto existem certos kets que sao autokets de todos os
operadores de permutacao. Vamos estuda-los.

Definicao: P, = Operador de permutacao associado ao sistema de N particulas.

(P, |vg) = |s), V o= |ig) é dito completamente simétrico.

Se ea=+1, se P, é par O

o " p (# de transposigoes),
€ =—1, se P, € impar N Y
“w¥ 0
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Poltha) = €altha),V a, Com{

| = |¥a) é dito completamente anti-simétrico.



F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 24 simetrizadores e anti-simetrizadores
e Chamaremos de £ o conjunto dos kets completamente simétricos. Ele
constitui um subespaco do espaco de estado £.
e Chamaremos de £4 o conjunto dos kets completamente anti-simétricos.
Ele também constitui um subespaco do espago de estado £.

e Considere os seguintes operadores:

1
A=— E €a P,
N! (6% oy
87
¢ onde, as somas sao feitas sobre todas as N! permutagoes (todas possiveis)
% dos primeiros NV inteiros e €, segue a defini¢ao dada.
g
G
: g
(s I = , . .
ogzo g o S é um simetrizador e
03% ~ o Nestas condicoes, veremos que 4 tiosimetrizad
90> é um anti-simetrizador. .
Qoo §\",A y-
“a¥ |/
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e S e A sao Hermiteanos, pois a soma em « é completa e o produto de

(©)

Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

simetrizadores e anti-simetrizadores

transposicoes invertidas é uma das componentes da soma. Lembre que

1
(S)T = N Z P! e que P! pode néo ser o préprio P,, mas como ele é

um produto de transposicoes, ele também sera uma permutacao. Como

a soma em « varre todas as permutacoes possiveis, P(l sera uma, delas.

Assim, poderemos escrever
T — _
=W ZP i ZP i ZP = 5.

Se quiser, use o fato que POJE — P!, Assim o conjunto de todas as

permutacoes inversas é tao bom quanto as diretas.

Na linguagem de teoria de grupos, se os P, s formam um grupo, os Potls

também formam.

Raciocinio similar mostra que

1 1 1
= i 2 cefa = 2P = 7 2ol

NG
¥
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

Aula 24 simetrizadores e anti-simetrizadores

e Se P,, é¢ uma permutagao arbitraria, podemos escrever
1 1
P, S = MZPQOPQ = MZPﬁ =5

T também é uma permutacao

e Agora, se aplicarmos P,, em A, temos

1 1 1
P, A= N ZPaoeaPa T meao z:foéopoﬁeoéPOi = meao zﬁ: €gP3 = €ny A
usei que eio = 1. 1 também é uma permutacao
SP,, =5
e De forma similar, pode-se mostrar
AP,, = €,,A
1 1
, 2 _ _ - _

. Note também que S =55 = N ZPﬁS— N Z S=S5

3 B E

3 "

2 S N!

3

g

1 1 1
e De forma similar, A2 = AA = A > esbs = ~ Y gA=—) A=A
B B B
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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

simetrizadores e anti-simetrizadores

. 1 1 S
Temos ainda que AS = N ZeaPaS =N ZeaS =N Zea =0

|

$*=8 metade é +
Note que como{ A% = A = S e A sao projetores. metade ¢ -
SA=AS=0

Note que, se aplicarmos uma permutagao arbitraria em S|y), obtemos S|y),
isto é P,,S|v)=S|y) (ver slide anterior). Isso significa que S|¢) é totalmente
simétrico.
Note que, se aplicarmos uma permutacao arbitraria em A|y), obtemos €,, A1),
isto é P,, A|Y) =¢€4,A|1)) (ver slide anterior). Isso significa que A|¢) é totalmente
anti-simétrico.

Comentarios
O ket totalmente simétrico, construido pela acao de S em P,|1), é o mesmo
que se obtém a partir da acao de S em |¢). Isso vale para VP, e vem da relagao
SP, =S, aplicada em [¢), isso é SP,|y) = S|y)
Analogamente, para os kets anti-simétricos, vale AP, |) = e, A|Y) (eles diferem

no maximo por um sinal). . A
e,
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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

simetrizadores e anti-simetrizadores
Comentarios (continuagao)

e Para o nuimero de particulas N > 2, a soma dos projetores S + A nao é 1. E o

mesmo que dizer que, nesse caso, nao € possivel escrever um ket arbitrario pela
soma de um ket simétrico com um anti-simétrico.
Exemplo: N =3

1
S+A:6<P123+P132+P213+P231—|-P312—|-P321)+

1
+6<P123—P132—P213+P231+P312—P321> =

1

= §<P123+P231+P312) # 1

Transformacao de Observaveis Stmétricas por Permutacao.

Vale aqui o mesmo argumento dado para o caso de 2 particulas, lembra?
PnO(1,2)P); = 0(2,1) = O(1,2),

0 que permitiu concluir que P»1O(1,2) = O(1,2) Pa;.

Comece com P,O(1,2,..., N)P!, e escreva P, como um produto de

transposicoes. Aplique sucessivamente o argumento do caso de duas

particulas para concluir
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