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Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica

27 m As consequéncias da indistinguibilidade de particulas em calculos de

previsoes fisicas.

o Na Mecanica Quantica, todas as previsoes fisicas sao feitas em termos das

amplitudes de probabilidade (produto escalar entre dois “vetores” ou elemento

de matriz de um operador).

o Simetrizacao e anti-simetrizacao devem trazer efeitos especiais de interferéncia.

e Interferéncia entre processos diretos e de troca.

©)

Considere um sistema de duas particulas (uma em |p) e outra em |x)).

Ja vimos que a forma correta de expressar o estado do sistema é
1

o, X) = ﬁ(l + €Po1)[1: 03 2: )

+1 — bdsons
—1 — férmions

Suponha que queiramos medir B (B(1) e B(2))

7

~

{por simplicidade espectro discreto

e nao-degenerado Blu;) = b;|u;)
Pergunta: Qual a probabilidade de encontrar uma particula com b, .
e a outra com b,,/? ¥ 1
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o Suponha (para comecar) que b,, # b, com {

Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica
Blug,) = by |un)
B\un/> = bn/\un/>

Como seria o autoket associado a medida? Que tal
s ) = —
UnyUn') — —F=
V2
Qual seria a amplitude de probabilidade da medida? Que tal
1
(Up; Ups |03 X) = 5(1: U 2: Upe | (1 + €Pa1)T (1 4 €Poy)|1: ;2 x)?

1 1 1
mas 5(1 + €P21)T<1 + €P21) = —(1 + €P21)2 = 5(1 + 2€P21 + €2P221)

(14 €Po1)|1: w2t upy)?

DO

.1 1
ou s€ja, 5(1 + EPgl)T(l +6P21) = 5(1 + 2€P21 + 1) =14 €P21.

Assim, a amplitude de probabilidade fica:

(Un; Unr |03 X) = (1t Up; 20 U [(1 4 €Pa1) |1 ;20 x)
= (12 U 2 ups |1 0520 x) + €{1: wp; 20 Uy | Por]1: @520 X)
= (1: Up; 2 Upr |1 ;20 x) + €(1: Up; 2 upr |10 x; 20 )
= (un|p)(un|x) + €{un|x) (un|p)

direto troca
(Un| €=——a|p) (un| o) N
(s | €=—2{x) (thn| bY; - 2
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F789 Sistema de Particulas Idénticas na Mecanica Quantica
Aula27 o Assim podemos escrever

P(by,bn) = ‘él: Un; 20 U |1 ;2 XZ—I_E(L Up; 20 Ups |10 X 2: 902‘2 —
v v
direto troca
= (12 Uy 2 U |1 0520 X 4 (1 s 20w |1 X 28 ) [P+
+ 2Re{ €™ (1t wp; 2t ups |1 ;20 x) (1t s 20 wupr |1 x5 20 )"}

o E se as particulas fossem distintas, sabendo que a ntimero 1 estd em |p) e a

numero 2 estd em |y), isto é, [¢) = [1: ¢;2 :x)?

Suponha que se saiba o resultado da medida, b,, e b,/, mas sem identificar qual
1: w20 gy

das estava em |u,) e |u,/). Os dois auto-estados possiveis sao L un )
|10 w5 2 Uy )

Nestas condicoes, a probabilidade de se obter esses resultados é a soma das

probabilidades, isto é:

Pl br) = 10 2w ) (1 w2 ) =

% = (1t Up; 2t U |10 052 X2+ (1w 20 w1 02 ) |* =
?60()3 = [(unl o) P {wn DO + [{une 1) [ (un [X) |
6{?3%0 Onde nota-se que nao tem o termo de interferéncia, fenomeno

MAPLima  duantico associado as particulas idénticas. =¥ 3
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F789 Colisao elastica de duas Particulas Idénticas
Aula 27 e Com intuito de entender melhor o termo de troca, vamos examinar a colisao

elastica entre duas particulas idénticas, no referencial do centro de massa.
e Aqui é inevitavel olhar a evolucao temporal a partir do estado inicial |¢;) até

14)(t)) no momento da medida.

A
—_> €« >,
b —P
n<p
depois 727
t 7 p=pn
50
UT AN Bt >e,
antes P X —P antes

depois

p=—pn
e Onde o antes define o estado inicial e o depois o estado final. Se a colisao inicial

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

1
99°  ge passa no eixo z, temos: ;) = —(1 4 eP21)|1: pe.;2: —pe,) NN
MAPLima V2 ¥ 4
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Colisao elastica de duas Particulas Idénticas

e A evolucao temporal é governada pela equacao de Schrodinger. De fato, como

vimos em uma das aulas extras, tal evolucao pode ser pode ser definida por um
operador linear da forma:

[(t)) = U(t,to)[1s)
Se t1 é o instante imediatamente antes da medida (ap6s a colisao)

(t1)) = U(t1,0)|ei)
Como H é simétrico (particulas idénticas) e U depende exclusivamente de H,
temos, naturalmente, que [U(t1, 1), P21] = 0.
Qual é a amplitude de probabilidade de um resultado na qual as duas particulas
sao detectadas em direcoes opostas do eixo On?

Sabemos que o estado fisico relacionado a medida é

1
V) = —=(1 + €Pa1)|1:pn; 2: —pn)

V2

Quanto vale a amplitude de probabilidade? Que tal?
(Wrlp(tr)) = (Pr|U (1, to)|9hi)

: 1
Ou ainda (¢ ¢|9(t1)) = §<1zpn; 2: —pn|(1+ePo) ) TU (t1, o) (14-€Pa1)|1: pe.; 2: —pe., ).
Lembrando que [U(tl,to), Pgl] =0e (1 + €P21)T(1—|—€P21) = 2(1—|—€P21),
podemos escrever amplitude de probabilidade na forma: S | 5
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F789 Colisao elastica de duas Particulas Idénticas

e g, (Wrl(®)) = (1: pi; 2 —pi|(1 + €Por) U (t1, t0)| 1: pe=; 2: —pe.) =
= Sl:pﬁ; 2: —pn|U (t1,to)|1: pe,; 2: —pez>1+f<1: —pn; 2:pn|U(t1,to)|1: pe,; 2: —pezz
termgrdireto termo?ir(e troca
n n
depois depois‘ -7
e, T €, T
/ 0 o 9
e AUT AT, et > -2 urante — ———e— >
antes . - antes antes antes
depoishl \ I depoishl I

o Note que poderiamos entender que ambas as amplitudes da amplitude total
comecam no mesmo estado |1:pe,;2: —pe.), mas terminam em estados
diferentes, devido a possibilidade da troca entre particulas durante a colisao.

o Para férmions, note que a amplitude total apenas troca de sinal quando
trocamos n por — n. Isto é:

(1: —pn; 2:pn|U (t1,to)|1: pe,; 2: —pe, ) +e(1: pn; 2: —pn|U (t1, to)|1: pe,; 2: —pe, )=
e((L:pn; 2: —pn|U(t1,to)|1: pe.; 2: —pe, ) +€(1: —pn; 2: pn|U(t1, to)|1: pe.; 2: —pe,))

8%s  ou seja, diferem apenas por uma fase global (sinal) e o médulo A
[
¥ 0
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F789 Ainda sobre o postulado de simetrizacao
Aula27 o Situacées nas quais o postulado de simetrizacdo pode ser ignorado.

Se a simetrizacao fosse sempre indispensavel, como poderiamos ter estudado
(com sucesso) sistemas como o atomo de hidrogénio (uma vez que existem
muitos por ai, todos idénticos), sem simetrizar o conjunto de todos os atomos?
Ilustraremos isso por meio de dois exemplos.

% Particulas idénticas situadas em duas regioes distintas do espaco

uma em |¢) na regiao D

Considere duas particulas idénticas { = Para isso,

outra em |x) na regiao A

p(r) =(rlp) =0seré¢ D (ouser € A)

Ou seja, uma nao tem
x(r) =(r|x) =0ser ¢ A (ouser € D) )

pedimos que {

chance de estar no local da outra. Pedimos desta forma que D N A = {}

e (Quando isso acontece, cada uma das particulas pode ser seguida. Podemos,
inclusive, medir uma observavel relacionada a apenas uma das particulas. Para
isso precisamos de um aparelho que atue somente em D (ou somente em A).

Vamos fazer isso simultaneamente com dois aparelhos, um em D e outro em A.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

02 O e Como usar os resultados do slide 2 para calcular probabilidades de medidas
AL . N e e . .
08%’83’@ nestas circunstancias? Suponha |u) em D, e |v) em A, estados individuais

9% W

associados com as medidas. S | 7
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F789 Ainda sobre o postulado de simetrizacao
Aula 27 ¢ A amplitude de probabilidade calculada no slide 2, usando postulado de

simetrizacao é:
(u; v]05 x) = (ulp) (v]x) + e(ulx){v]e)
Como (rlu) = u(r) estz,i em D — (rluy =0ser €A N (ulx) =0,
(rlv) =v(r) estdem A — (rlv) =0ser € D
isso fornece uma amplitude igual a (u;v|p; x) = (u|p)(v|x).

e Nessas condicoes, tudo se passa como se as particulas fossem diferentes,

= litude d babilidad ,
estado da medida |1:u; 2:v) amplitude de probabilidade (u[¢){v|x)

L, {estado inicial |1:p; 2:x)
1sto e

% Particulas que podem ser identificadas pela direcao de seus spins.
Considere uma colisao elastica entre duas particulas de spin 1/2, considerando

que as interacoes que dependem de spin podem ser negligenciadas.

. ~ray
1 depois £ 27
g\ U
3
(©)
g ;
ic
\ g urante —~ > >
[ ey = A/
OOSO g antes
o
§°°°° 0 A
S% e
¥ 8§

MAPLima
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F789 Ainda sobre o postulado de simetrizagao
Aula 27 e Suponha que a medida final é para particulas que chegam com pn e spin 7.

(Se o spin nao estiver resolvido, some com a probabilidade de pn e spin |).

e Do slide 6, temos
(hs|(t)) = (Lipi 13 2:—pi L |(1 4 €Por)TU (11, t0) | 1:pe, 13 2—pe, |) =
((Lpa 15 2—pi | |U(t1,t0)|1:pe. 132 —pe. |)

A

Vv
o termo direto contribue

= 4 +
e(Li—pi [; 2:pi T |U (1, to)|1: pe. 1 2: —pe; 1)

-~

\ o termo de troca é zero

e Note que se U(ty,tg) dependesse de spin, isso poderia nao ser verdade.

e Tudo se passou como se as particulas fossem distintas (as particulas ficaram
caracterizadas pelos suas projegoes de spin ao longo do eixo z).

% Como a indistinguibilidade afeta as probabilidades de encontrar

particulas?

e Probabilidade de encontrar uma particula em d°r quando temos uma
((plp) =1, com ajuda de 1 = [ d3r|r)(r|
[ dr(ple)(rle) = [ dPrlp(r)? = 1
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> articula s6. Vimos que
d%?ggo P aue | 9 | densidade de A A
. onde |o(r)|” = p(r) = . 2.
MAPLima \ probabilidade ol
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Ainda sobre o postulado de simetrizagao

Aula 27 ¢ Probabilidade de encontrar particulas no caso de duas particulas distintas sem
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spin.

(Lip; 2:x|Ligp; 2:x) = 1,
Comecamos novamente por com ajuda de = para obter
1 = [ [drd®r|lr; 2x") (Lx; 27|

/ / Prd®r (o[r) (') (Kl (') = / / Brdr o) () = 1
densidade de probabilidade de

encontrar uma em r e outra em r’

o que permite definir p(r,r’)= gp(r)2x(r’)2{

e Probabilidade de encontrar particulas no caso de duas particulas idénticas sem

spin.

Segundo o postulado de simetrizacao, o estado do sistema seria,

) = %(1 + €Po1)|L:p; 2:x)

e o operador unidade, na representacao das coordenadas, seria:

1
1= //d3'rd3r\r,r’><r,r’\ onde |r,r") = — (1 + €Poy)|Lir; 2")
V2
Inser¢ao do operador unidade, com as definigoes acima, em (P|1p) = 1 o
V24
nos leva a ¥ 10
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F789 Ainda sobre o postulado de simetrizacao
Aula 27 1 1
//d?’rd?’r’{l:gp; 2:x| —= (1 + ePJ ) —=(1 + Py )|1r; 21') X

V2 V2
1 1
1:I‘;2:P/—1—|—EPT — (1 4+ ePoy)|lip; 2:x) =1
< ‘\/5( 21)\/5( 21)’ 2 X>
1 1 1
Lembrando que 5(1 + €P21)§(1 + €ePy) = 5(1 + €Ps1), temos

//d?’rd?’r’{l:gp; 2:x|(1 + €Paq)|1ir; 2¢") (1o 20" | (1 + €Pap) | 1ip; 2:x) = 1
O que permite escrever

[ [ v (et} + et o) (wlio) o) + e’ 1) =
= //dgf'“d%/(gp*(r)X*(r’)+egp*(r')x*(r)) (SD(I')X(I',) +€<,O(I")X(I‘)) 1

Ou seja, agora,
pr,r") =[o(r) PIx () ? +loe)]*[x(r)]* + ep™ ()X () o (r")x (r)+

+ep™ (X)X (r)p(r)x (r')
e Se quisermos que apenas uma delas esteja em r e a outra possa estar em

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

qualquer lugar, terfamos p(r) = /d?’r’p(r, r') = |o(r)]* + |x(r)|* onde usamos

s e [ SN =0e [ @l = [P -1 €2
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Termo de troca (K) no calculo da energia

e Considere a Hamiltoniana:

P2 P2 2e2  2¢? e?
H(1,2) = —L 2
( ’ ) 2me + 2me Rl R2 + |R1 - R2|

A
~ ~"

energia cinética atragao nuclear repulsio eletronica

Obtenha os valores médios de energia para os seguintes estados:

1) i) = [Lip;2:x)
2) [¥) = [1:p;2:0)

1
3) 1) = ﬁﬂ + Po1)|1:p5 2: )
1
4) [¢) = ﬁ(l — Po1)|1: 03 2: )
o Expresse suas respostas em funcao das integrais

Inc(on,62) = [ 61wl —TIa(o);

Ton (b1, ) = / A5 ()~ ()

62

T (61, 62) / / dr3drd e (r1) 63 (r2) —— 161 (1) ba(rz)

Ty — 12

62

K(on.02) = [ [ dridrdoi(e0)ss(ra) [ 10a(r1)on (r2)

r] — 13

\\“,-
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