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Teoria de Perturbacao Estacionaria.
e Nestes ultimos meses desenvolvemos uma ferramenta poderosa para descrever o

mundo microscépico.

(1) — toda a informacao;

[ (t)) — o futuro;

Resultados possiveis de medidas e suas probabilidades;
Sabemos < L, A
Estados estacionarios e suas consequéncias;

Estados do continuo — secoes de choque;

| Spin — momento angular - algebra.

e Infelizmente, temos um problema: Pouquissimos problemas tém solucao exata.

Oscilador Harmonico Simples;
Entre eles < . . L o
Atomo de Hidrogénio nao relativistico.

e Progredir exige aproximar e controlar aproximacgoes. Enveredaremos por essa

trilha, sabendo que a meta é descrever adequadamente a natureza.

e Métodos aproximativos ajudarao a resolver problemas como:
o Atomos (hélio e demais da tabela periddica);
o Moléculas, cristais, DNA; etc.;
o Efeitos relativisticos; etc.
e Objetivo inicial: Teoria de perturbacao Estacionaria. ¥
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F789 Meétodos de aproximagao

Aula 12
fato é que poucos problemas podem ser resolvidos exatamente. Isto vale

para a Mecanica Classica e para a Mecanica Quantica. E preciso desenvolver
a arte de aproximar, sem perder o foco da realidade experimental (temos que
aprender a controlar erros de aproximacao para prever e reproduzir os dados
experimentais). Hoje, temos computadores para ajudar nesta tarefa. Um bom

comeco: isole os efeitos principais, entenda-os. Inclua os detalhes finos por:

Teoria de Perturbacao independente do tempo.
Comecamos definindo: H = Hy + W onde, se W = 0, o problema tem solucao
Holgh) = Ez(go) p?) — i é a degenerescéncia.
conhecida, isto é:

{\gop} e {Ez(jo)} resultam da solucao desta equacao.

O objetivo é achar uma solucao aproximada para (Ho + W)|Y,) = E,|Yn)
onde W ¢é definido como sendo a perturbacao do sistema. De um modo geral,

W nao é o potencial completo e sim um pedaco dele.
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Exemplo: atomo de hidrogénio em um campo elétrico (ou magnético) externo

6%?8330 p2 € ) . 1 - -
99° Hy= — — — e W é o potencial devido a interagao com E ou B. N/
MAPLima 2m r ¥ | D
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AFT8‘72 Métodos de aproximacgao
ula X
Costuma-se resolver: (Hg + AW)|y,) = E,(A)|y,) onde A é um parametro real,

continuo, tal que:

e W(t)=W(0) — perturbacao nao depende do tempo (situagao estacionaria);
o W =AW — X serd ttil para estabelecer uma hierarquia do efeito perturbativo;

e )\ ajuda a controlar o “numero” de vezes que a perturbacao entra na conta;

e )\ pode ser visto como um parametro variando entre 0 e 1,

q A =0 — corresponde a Hamiltoniana sem perturbacao,
onde
A =1 — corresponde ao problema que queremos resolver;

e 1o final tomaremos \ = 1;

e em situacoes fisicas, onde vale a teoria de perturbacao, esperamos ver uma

transicdo suave de | ) para |1,) e de B para E, (\) quando X é ligado
de 0 para 1.

O método consiste na expansao dos autovalores de energia e dos autokets
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de energia em poténcias de X. Se o método for de interesse prdtico, boas

0o° aproximacoes podem ser obtidas com 1 ou 2 termos da expansao. o, A
e
MAPLima -3
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Efeitos da Perturbacao (o que pode acontecer?)

A E(A)

Muda valor, mas nao quebra degenerescéncia

Muda valor e quebra degenerescéencia

><nverte ordem
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F789 Teoria de Perturbacgao Estacionaria.

Aula 12 . :
"% e Para comegar, suponha conhecida a solugao de Hylyp),) = EI(,O) ©p)-

Sabemos que Z Z \gp@(gp;\ = 1 ou seja, {\gp%}} é um conjunto completo e que
P 1
pode ser apropriadamente orto-normalizado, com (goélgogﬁ = 0pp 0441, feito discreto
para simplificar.
e Solugao aproximada da equagao de autovalor de H () :

Aéi

7 N\

(Ho + AW) [90) = Ep(N)|thy,)
E()\) = €9 + Aep + )\262 + ...)\qEq + ...
[W(A)) = [0) 4+ A1) + A2|2) + .. A9|q) + ...

Substituicao direta na equacao acima

A estratégia comeca supondo que: {

(Ho+AW)[ DY M) = [ Mer] [ D Ma)]

e A ideia é que esta equacao precisa ser satisfeita em todas as ordens de A.

Note que do lado esquerdo aparecem A e AT e do lado direito s
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Como precisamos igualar termos de mesma ordem. Pense em

6{;?8%0 um polinomio de ordem infinita e pergunte, quando ele é zero W,
AV,

¥ 5
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F789 Teoria de Perturbacgao Estacionaria.

Aula 12 ~ . . . . -
e A equacao do slide anterior, reescrita aqui para facilitar,

(Ho+XW)[ D M) = [ Mer][D Mg,
fornece: [Hy|0) — €0|0)]A° + [Ho|1) + W|0) — eo[1) — €1]0) | AL...O(N)?

e ordem zero: A\’ = Hy|0) = €0|0) (solucdes conhecidas);

e primeira ordem: \' = [Hy|l) + W0) — eo|1) — €1]0)] =0, que pode ser

reescrita por: (Hy — €g)|1) + (W —€1)]0) = 0;
o sequnda ordem: \? = (Hy — €0)[2) + (W — e1)|1) — €2]0) = 0;
o g-ésima ordem: N1 = (Hy—eo)|q) + (W —e1)|g—1) —ea]|qg—2) —...—€,]0) =0.
Comentarios

e Os kets |1),...|q) ndo sao os autokets de Hy e precisam ser encontrados.

e Nesta disciplina, nos preocuparemos apenas com as 3 primeiras ordens:
g negligenciaremos termos de ordem superior a 2.
g e E bom lembrar que H|y) = E|v) define |¢)) a menos de um fator constante
52 g de nossa escolha.
%goz e Os autores de nosso livro texto escolheram normalizar [)(\)) fazendo o
o produto (0[y)(\)) real. g}l'% 6
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Teoria de Perturbacao Estacionaria.
Essa estratégia de normalizacao fornece:

ordem zero: \° — (1p(N\)|Y(X)) = (0]y (X)) = (0]0) =1
primeira ordem: X' — (Y(A)|p(N)) = ((0] + A(1]) (]0) + A1) =

(0]0) =1
ou seja (0]0) + A((1]0) + (0]1)) + O(A*) = 1. Como ¢ O(N\2)~0 = (0|]1) =
(0|1) é real
sequnda ordem: \° — (WA [PY(N)) = ((O] + X(1| + )\2<2\) (]O) + A1) + )\2\2 ) —
(WN)[P(A)) = (0]0) + A((1]0) + (01)) + A% ((0]2) + (1]1) + (2]0)) + O(X°) =1
((0]0) =1
Como < gﬁ\?:% 0 = (0]2) + (1|1) + (2]|0) = 0, com (0|2) real, pois
L(0]eo(A)) = 0 é real

(0]p(N)) = (0]0) 4+ A(0|1) + A*(0|2) = ¢é por hipétese real, e .-, como (0]0) = 1

2lo) = 1Y

e (0|]1) =0 = (0]|2) também é real. Assim (0|2) 5

g-ésima ordem: A\ —

WN)PN) = (O] + AL + ... + A%a]) (|0) + A[1) + ... + A]q)) =
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F789 Teoria de Perturbacgao Estacionaria.
Aula 12 ¢ Reagrupando, temos:

(N[ (N) = (0]0) + A((0[1) + (1]0)) + A*({0]2) + (1]1) + (2]0)) + ...
L A2((0)g) + (1g — 1) + ...{g|0)) = 1.

((0]0) = 1;

(0[1) +(1]0) = 0;

(0[2) + (1[1) +(2]0) = 0
e todos os anteriores = 0
Mas, por hipétese (0]1p(N)) = (0]0) + A (0]1) + A*(0]2) + ... + A%(0|q) é real.

Como cada um dos termos anteriores é real, temos que (0|q) também é real.

Como 4 = (0|q) + (1|¢ — 1) + ...{q|0) = 0.

: 1
Assinn, (0]g) = (gl0) = — [(1lg — 1) + (2lg —2) + g — 112) + (g — 1)
Comentarios adicionais
A equagao Hy|0) = €y|0) diz que |0) = \gop, um dos auto-estados de Hy com

H— Hye ..
E,(\) = Ep

auto-valor €y = EI(JO). Esperado, pois quando A — 0 {

Isso implica que se Ez(jo) nao é degenerado, E,(\) também nao é.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Para facilitar a compreensao, separaremos o caso nao-degenerado
<y i W A
do caso degenerado )
. . v '
MAPLima & R 8
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Teoria de Perturbacgao Estacionaria de um nivel nao-degenerado.
e Suponha Hyl|p,) = ET(LO)|(,0n>, tal que E,(lo) é nao-degenerado. Calcularemos as

modificacdes em E(?) e |p,) devido & W. Ou seja, acharemos |p(N)) e E, (A),

limy_y0 En(A) = €g = EY

sabendo que no lim H(\) = Hy e ..
A—0

limy 0 [10(A)) = |0) = |¢n)

e Consideraremos A\ pequeno o suficiente para que [¢())) continue nao-degenerado.

Veja slide 4 (curvas que se cruzam). Seria na situagao A << Aj.

Correcao de primeira ordem.

Nossa equagao em primeira ordem (slide 6) é: (Hy — €g)|1) + (W —€1)|0) = 0.
Projete (i, | sobre ela, pela esquerda e encontre:

(n|Ho — €0[1) + (on|W — €1)[0) = 0
Lembre que |0) = |¢,), auto-vetor de Hy com autovalor ey = E?) e obtenha:
(on|W — €1)|@n) = 0, onde usamos que (¢, |Hy — €|1) = 0, uma vez que Hy é
Hermiteano e (¢, |Ho = (¢n|E?). Isso permite escrever: €1 = (¢n|W|on)
Assim, a energia do estado estudado com corregao de primeira ordem, fica:

Eq(A)=€o+Ae1+O(N) = B0+ (0 AW 0n) +O(N?) = EY + {0, [W ) +O(A?)

9

A corregao de primeira ordem é o valor médio de W — (@, |W|pn). g\‘"é
“a
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F789 ~ Teoria de Perturbacao Estacionaria de um nivel nao-degenerado.
Affla i o Corregoes em primeira ordem no auto-vetor |¢,,).

Projetamos nossa equacdo em primeira ordem, (Hy — €0)|1) 4+ (W — ¢1)|0) = 0
em (@, |. E o resto do espago? Ela precisa ser satisfeita em um espaco completo.
Projete (gpy sobre ela, onde i é a degenerescéncia (nossa hipdtese inicial é que

apenas o estado estudado é nao-degenerado). Tal projecao fornece:
<¢;’H0 —€eoll) + <¢;\W — €1|0) = 0.
i 0
(p| Ho= (i} | B

Como = (G B — EO 1)+ (g} W o) =0.
(@p|0)=(ppon) =0 para p #n
: 1 A
Ou seja, (p,|1)= ORR=0) (p|Wlpn). Isso vale para p # n. Para p = n (ver
By’ —
slide 7), tinhamos (¢, |1) = 0. Isso permite escrever
= 1[1) ZZWP (ppll) = ZZ’SOP £O E(O) (plWlen).

pFn i
Consequentemente de |, (A)) = |0> + A1) + O(A?), obtemos:

%3??0 [Pn(A) = lon) + > > lh) 20 E(O) (L Wpn) + O(A?)
Qoo p#EN 1 D \\“, A
MAPLima e 10
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F789 ~ Teoria de Perturbacao Estacionaria de um nivel nao-degenerado.

Aula 12 - ~ o
[0 Comentérios sobre a corre¢cao em primeira ordem no auto-vetor |y, ).

a0} = lea) + 3 3 eb) ooy (bl W len) + OO

e Os estados que contribuem na expansao de |1, (\)) dependem do acoplamento

2
(¢, |Wpn). Por simetria, muitos podem ser nulos. Por exemplo, se Ho= 2—+V

L4
W(—r)=+W(r)

e na representacao das coordenadas, V e W forem pares, e =
V(—I’) — —I—V(I‘),

os auto-estados de Hj terao paridade bem definida e o acoplamento com W
s6 serd diferente de zero se o integrando de <¢§)|W|gpn> for par. Neste caso,
se @n(r) for par (impar), s6 o cp;(r) par (impar) contribue.

e (Quanto maior o acoplamento <<p;|W|g0n> e menor a distancia entre os niveis
(EL) — E]go)), maior a presenca de ]90;;7} na expansao.

e Colocando de uma outra forma, o auto-estado |p;), de Ho, nao contribuird
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se |[E0) — EISO)\ >> (¢} [W|epn)]. Por outro lado, ndo basta W pequeno, para

i \gpp deixar de afetar |p,), se |E§f’> — EI()O)| << \(@é]W\@n)] é"’é A
MAPLima 7 11
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