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Algumas Propriedades dos Propagadores

Existem propriedades interessantes dos propagadores para x”" = x’
ZE T

G(t) = /d3x’K(tht0 /d3’z la")(a|x") exp ( - h)

t,=0 para facilitar

_Z{/dgx/, a") 2} exp (= zE/t) Zexp(_iEg/t)

a/

Sera que este resultado poderia ter sido antecipado? lousa
G(t) = /d?’x’(x’\U(t,O)]x’) trago da matriz U(t,0) na representacao

das coordenadas. O traco nao depende da representacao, assim:

G(t) = Z( "U(t,0)|a") Zexp 1 ,t)

a/
Existe uma certa similaridade com a fung:ao de particao da mecanica

1t
estatistica se tomarmos 8 = — e realizarmos uma continuacao analitica

h
para t puramente imaginario, Z = Z exp ( — BEG/). Assim algumas

a/

técnicas desenvolvidas para propagadores em Mecanica Quantica sao

uteis também em Mecanica Estatistica. R
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FI0O0| Algumas Propriedades dos Propagadores

Aula |3 Outra integral interessante (transformada de Laplace-Fourier de G(t))

~

G(F)=—i /OOO dtG(t) exp (iEt) = z/ dtZexp —iFyt)exp (iEt) =

— —iZ/OOO dtexp [i(E — Eq)t].

Esta integral oscila no infinito a menos que tomemos £ — E + ie.

Com isso, a integral fica:

G(E) = =i’ w—y expli(E = Bt — et = ZE_;EG/

a/

Note que o espectro do problema aparece como polos de G (F). Estudar

as propriedades analiticas de G(F) pode ser interessante.

03,
) e
&gow Antes de prossequir, veja aula 8, slide 16. .
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Propagador como uma amplitude de transi¢ao

Aula 13~ cdere K" t;x',tg) = (X"|U(t,t0)|x") = (x"|x', ), onde podemos ler: apds
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a evolucao do ket |x',tg) para |x’,t) tomamos a projecao sobre (x”

Outra leitura: o estado |x’,tg) nao muda com o tempo (enfoque de Heisenberg)
e a base dos autokets de xp (1), [x”,t) = U'(t,t0)|x”, to), evolui ao contrério no
tempo. Assim, U'(t,t0)[x",to) — (X", t0|U(t,to) = (x”,t|, e o propagador seria

escrito como: K (x",t;x',tg) = (x",t|x', to)

Poderiamos, ainda, ver isso da seguinte forma:

K% o) = 3 (x[a/)a! [ exp [ — 22 (2‘ o)y _

a/

_ Z X/,| eXp ZE t} |a/><a/| exp [_'_ 'I/E;Z/t()} |X/> _
H  H
_Z ”|eXp —u}|a><a/|exp[—|—z ht0}|x,>:
— {( "| exp [_ @]y }{ yexp [+ iito]\x@ } = ) (x" t|x, o))
N -~ -~ 4 \", -
bra ¢ ket de Heisenberg ¥ 3
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FIOOI Propagador como uma amplitude de transigao
Aula |3

Lembra o que significava a amplitude (b, %'|a’) no enfoque de Heisenberg?

Em ty, mede-se A, obtemos a’ e o sistema fica no estado |a’)(%) = |a’, o)1),
Quando medimos B, no futuro, a probabilidade de encontrarmos b’, é (no

enfoque de Heisenberg) o médulo quadrado da amplitude de transicao (b',t|a’),

onde |b',t) é um autoket de BU)(¢).

Assim (x",t|x,ty) é a amplitude de transicao para uma particula estando em

/ . 1/ .
X' no instante tg, ser encontrada em x" no instante ¢.

Podemos, ainda, interpretar (x”,t|x’,ty) como sendo a matriz de transformacao
entre duas bases. Ou seja, uma
da base (1), {|x’,to)}, de autokets de x(H)(ty)

matriz de transformacao
para a base (2), {|x”,t)}, de autokets de x(F)(¢).

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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90 mais simétrica. Usaremos: (x”,t"|x',#') no lugar de (x",t[x',t0).  qp
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E interessante mudar um pouco a notacao, e tratar espaco e tempo de forma
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Propagador como uma amplitude de transicao

Quanto vale (x°, t°|x®,t%)?

Suponha t* < t' < t°, e use que /dgx’|x’, t"Y{(x',t'| = 1 para escrever

(xb 1H]x7 1) — / Bl (x| 1) (x! |5 1),

Poderiamos ter dividido o intervalo de tempo em mais pedacos:

t* <t <t"” <t° de forma que
<Xb,tb|Xa,ta> — /d3:17”/d3$/<Xb,tb|X”,t”><X”,t”‘X’,t/><X,,t/‘Xa,ta>

Se de alguma maneira conseguirmos chutar a forma infinitesimal da
amplitude (x"”,t"|x",t") poderfamos compo-las para obter a amplitude de

transicao finita (intervalo de tempo finito).

Esta propriedade de composicao da inicio:

as Integrais de Caminho de Feynman.
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FI00| Integrais de Caminho
Aula |3 (R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20, 367(1948))

Integrais de caminho como soma de caminhos.
N

77 /

Nova notacao z "~~~ =xn

Considere a amplitude de transi¢ao de (x1,t1) para (xn,ty). O intervalo entre

tny — 1
t1 e ty ¢ dividido em N — 1 partes iguais t; —t;_1 = At = ]]:; 11.
(N=3 b3t | i =
13 1o 3]
Assim, temos: { NV =4 % — ; i } ]
£ l4 i3 to t1
(©)
i% Usando a propriedade de composicao, temos:
> S
gg O‘g <XN7tN‘X17t1> — /deN—l /dBCEN_Q. .. /d3x2<XN7tN‘XN—17tN—1>><
d’gow (XN—1,tN-1]|XN=2,tN=2). .. (X2,t2|x1,11) _
Qoo Y AN
¥ 6
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FI00| Integrais de Caminho

Aula |3 ~ ,
Representacao Grafica
A
t (TN, tN)
A tr
integracao em « :
.E
§ Um caminho. Some sobre todos, mesmo os mais esquisitos.
3
O
3 : : : . :
z Como é que os “caminhos” aparecem na mecanica classica? Principio de minima,
©
o O ~ ~ . . ’
95 O % acao. A Lagrangeana L, define a acao, S, e vimos que o caminho real é aquele
Qoo @
%) £ . .~ . o~ ~
O&gw que satisfaz a condicao 05 = 0, e que nestas condicoes as equacoes de Lagrange
Qoo
902 (equivalentes as equacoes de Newton) estarao satisfeitas. A, A
¥ | 7
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FI00| Integrais de Caminho

Aula |3
De forma geral, o caminho classico (tinico) é aquele que minimiza a acao:
ta
5/ dt Lcléssico(xax) =0
tq
Formulacao de Feynman:
A diferenca basica entre mecanica classica e quantica deve ficar clara agora.
Classica Quantica
($N7tN> (ZUN,tN) )
Todos os caminhos
possiveis. Mesmo
aqueles que sao
Um tdnico caminho . :
£ muito diferentes
ue € a trajetoria ..
% 4 J do classico. No
g da particula .
0 p limite h — O,
v
= S a mecanica quantica
O
o2, 5 (1.1 . :
oggo g (w1, 1) (71,11) deveria reproduzir
o £
0%33;0 a classica de maneira
. w
suave W,
“a¥ 8
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Integrais de Caminho

2 Lelassica(X, X
Dirac diz: exp [z / dt Class";;( X)
t1

Feynman pergunta: corresponde ou é igual? Veremos que nesta nova formulacao

} corresponde a (Xo, ta|x1,t1).

da mecanica quantica por integrais de caminho, a acao tem um papel muito

especial.

tn
Vamos em frente. Define-se S(n,n —1) = / dt Lesssica (X, X)
tn 1 N

7

~"

Para um caminho particular definido a priori, a integracao s6 é possivel apos
definirmos x e x de t. Ou seja, apos definirmos o caminho.

Seguindo a sugestao de Dirac

Sn,n—1
<Xn7tn|Xn_1,tn_1> — exXp [z ( - )}
Se caminhar sobre um determinado caminho entre (x1,%1) e (Xn,tn), teremos:

N

Hexp[is(n’;;_l | =exp| ZS ,n—1) —exp[i;LS(Nl)]
n=2

Lembre que (xn,tn|x1,t1) carrega uma soma (integral) sobre
todos os caminhos existentes. NS "
“a¥ 9

UUUUUUU




FI00| Integrais de Caminho

Aula |3 Assim, (X, tn|x1, 1) ~ Z exp [%S(N, 1)}

todos os caminhos
A\ 4

~

conjunto inumeravel e infinito de caminhos

Antes de apresentar uma formulacao mais precisa, tentemos uma conexao

S(N,1)

cléssica (limite de A — 0). Quando h — 0, cresce e os valores de

S(N,1)

exp [ZT] correspondendo a S(N,1)’s diferindo s6 um pouquinho,

oscilam muito. Quando somados eles se cancelam. Assim a maioria dos
caminhos nao contribuem quando 7 é considerado muito pequeno. Tem
uma excec¢ao importante. Se o caminho é tal que dS(V,1) = 0, os caminhos

vizinhos nao diferem dele em primeira ordem e todos contribuem na mesma

(e
£
g “diregao” quando somados. O caminho tal que dS(IV,1) = 0, serd chamado
% de Srnin-
i
i
) S . ) )
o2 O g Quando h vai a zero, a soma sobre todos os caminhos vai se transformando
Qa5 3 . . S .. N ,
0225 = em uma soma ao redor do caminho cldassico (principio da minima ac¢do). S0
Qoo
d Qoo . ; 5 y ) A
Qoo eles contribuem por gerarem interferéncia construtiva. RN
% 10
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FIOOI Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa

Aula |3
A hipétese de Feynman foi

para At =t,, — t,_1 infinitesimal. A presenca de w(At) é necessaria,
lousa
1

pois (Tp, tn|Tn_1,tn_1) tem unidade de : . Nossa hipdtese é que
comprimento

w depende sé do intervalo de tempo e nao depende do potencial V. A

dependéncia em V esta exclusivamente em S. Nossa tarefa é calcular

A11151305(71,71 — 1) e w(At)

£ Se At for suficientemente pequeno, é justo fazer uma aproximacao linear

% para o caminho que une (z,_1,t,_1) € (z,,t,) da seguinte forma:
2 3 n m m (T — Tp_1)42 (n + Tp—1)
S S = [ dT - Vi) = A [l (St
%‘% g tn—1 L 't J \ . J
dﬁ’gz;o velocidade média ponto médio
Qoo W
¥ 11
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FIOOI Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa
Aula |3

Sera que funciona? Vamos testar primeiro com a particula livre, V = 0.

. m xn 1 e - xn—l)Q .
S(n,n —1) _At{i[ } } = A e assim
1 zm(:ﬁn — ZTp_1)?
<xn7tn|xn—1atn—1> — w(At) exp [ }

2hAt
Compare com o propagador da particula livre que obtivemos na aula passada
m im(z” — a2')?
K" t;2 tg) =n(t —t e
( o) =l 0>\/2m‘h(t E I [ Sh(t — to)

Como w(At) nao depende de V, comparagao direta com o propagador de

1 m

w(At) ~ \ 2rinAt

. Podemos obter isso,

particula livre nos leva a

£ sem fazer pela comparacao, usando a propriedade:
% (T tn|Tn_1, tn_1>‘t = d(xn — xp—1) € sabendo que uma das defini¢oes
o
i% da funcao delta é:
o § . m im€2 1 m lousa
93; 2 lim ex = (&) — =
O;ﬁG B Ao\ 2minAt P [2hAt] (&) w(At) 2mihAt
9o
Qoo
Qoo A A

MAPLima umc;w



FIOOI Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa
Aula |3

Assim, para um potencial arbitrario podemos escrever:

S(n,n—1) . ,
exp [z ; }, valida para Alir—rio

m
2mihAt

<xn7 tn|xn—17 tn—1> —

Calcule (x,,tn|Tn_1,tn_1) para o oscilador harmonico simples, e

compare com seu propagador, dado por:

mw

K(x”,t,x’,to):\/ X

2mihisin (w(t — o))

1MW

<exp o (w(t - to)>] (= 4 2% cos (w(t ~ f0)) - 2a"2']
g lima¢_ 0 sin [wAt] = wAt
i% Use que
88; (’ g lima¢—y0 cos [wAt] =1 — M
%oo 9050 E
80000 §\“,A —
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FIOOI Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa
Aula |3

Para uma transicao finita entre t; e ty

(xN,tN|T1,t1) /dSUN 1/diBN 2. /diB2<CUN,tN!£UN—1,tN—1>><

X (xN—1,tN—1|xN—2,tN—2)... (T2, ta|z1,t1) =

: S(n,n —1)
:]\}gnoo 27mhAt /de 1/d$N = /dajz Hexp }

o, T (220 - g 3 g

n=2

A881m, temos a integral de caminho de Feynman

et 27mhAt / N -1 / drN-2- / dizx

(xn,tN|T1,t1) = lim
tN L ) PRV y
X exp [Z/ dt classmo / D exp [ / dt classni:; (5137 33)}

tq

com, D[x(t)] = A}gnoo 27mhAt /dacN 1/da:N 9. /d:zsg
J

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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<§o 90 Para entender aintegracao, ol AW
MAPLima ver figura do slide 7 ¥ |14
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FIOOI Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa
Aula |3

O que acabamos de fazer foi o desenvolvimento de uma nova formulacao da
Mecanica Quantica baseada em integrais de caminho. Para tanto, utilizamos

tres idéias da Mecanica Quantica convencional:

1) O principio da superposicao (quando somamos as contribuicoes de varios

caminhos alternativos.
2) A propriedade de composi¢ao da amplitude de transicao.

3) A correspondéncia cldssica (limite quando A — 0).

C
£
g Lembre que obtivemos nesta formulacao o mesmo resultado obtido para o
3 propagador na formulacao anterior. Elas sao equivalentes!
3
o
)
Qoo @
- P
T
Qoo &"’A AN

% 15
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FIOO| Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa
Aula |3 Para fechar, mostraremos que a (xy,ty|z1,t1) obtida satisfaz a equacao de

Schrodinger dependente do tempo para as variaveis xy e tny. Comece com

(xN,tN|T1, 1) = /deN—1<37N7tN|37N—17tN—1><33N—1atN—1’3317t1> e

m im(z, —xn_1)®> VAL
use (T, tn|Tn-1,tn-1) = , e — 1 ara obter
(s tnlen s tn1) =[5 mg P [ oA k.
zm (xy —xN_1)? VAt
rN,tn|T1, T dx — 1 X
stz ) /N12hAt 2hAL P
X (rny_1,tN_1|%1,t1), onde consideramos ¢t — ty_1 infinitesimal.
(¢ =an — N1 (tn =t+ At=t+ty —tn_1. . tN_1=1
Tome ¢ ty =1t + At obtenha ¢ dexy_1 =d(xny — &) = —d€ (xn esta fixo)
g _ _ ety _ :
3 la-o V= V() — v - )
§ e reescreva: jinal positivo vem da inversao a integragao
o = 400 . 2
! g m imé VAt
%5 £ (x,t+ At|xq,t1) = d , ex —1 x— &, tlxg,t
°°<’E< + Atlzy,t) /_OO § 2mihAt p[ZHAt h M $ ety
@8"0" 5 Agora vamos tomar o limite quando At vai a zero . R
¥ |16
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FIOOI Integrais de Caminho: Formulagao mais Precisa
Aula I3 Quando At fica muito pequeno, o que ocorre na expressao?

too m imé? VAt

<x,t—i—At\x1,t1>:/_oo d§ ZWiHAteXp[ZhAt_Z >

(@ — & tlar, t)

( m
'V Stih AL eXPIOde

no limite At — 0< exp | — ZVTN} val a um numero

- . 2
imé . .
exp _m} oscila muito, a menos que £ — 0

\

Quando oscila, as contribuicoes se cancelam, a menos que & — 0. Tomemos

expansoes ao redor de £ - 0e At — 0

3 ((z,t + Atlzy, 1) = (x,txy, t1) + At (z, tlay, )

%

v - VAL _ 17 At
: g A881m<exp[—zT}—1—th—|—...
95 2
OO%O E o 52 52
089°33;0 (@ =&tz ) = (@, bz, t) — 55 (m tan, t) + %5 gz (2, tle, )

Qoo R
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Integrais de Caminho: Formulagﬁo mais Precisa
Considere o integrando que compoe (z,t + At!xl, t1)

VAt

+0o0
t+ At t 1 —
7 b+ Atlar, ) =y 27mhAt/ QEAH ks
par em &
O 62 2
X [<$7t|$17151>\—fa—wﬁ%t\f’?l,tlerj@@%t’xl,tli]
impar em & par em &
imat—0 \/57ipAz €XP [zmgt] = 0(¢)
De podemos escrever
J25, deg? exp [5) = Vam (i)
VAt m hAt 3721 O?
1— t t V2 (1— ———(x, 1 1) =
it ) 4y o oy A V2m (= ) g s (e e )

(x,t|lxy,t1) + At—(x, t|x1,t1) s6 termos em primeira ordem em At.

ot

Reorganizando, temos
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Quanto vale G(t) = /d?’az’K(X’,t; x',tp), sabendo que
K(x",t;x",tg) = n(t — to) (X" |U(t, to)|x")? Isto é, G(t) = /d3:1:/<x']U(t,t0)\x’>,

para t > tg e isso é o traco de U na representacao das coordenadas. Lembre que

o traco independe da representacao. Usando a base |a’) de autokets de H, temos

H (t—tp)
G(t) :/d3a:’<x’| exp[ ! 0 ] Z la){ , caimos na deducao do slide 1.

Slide 11

Aqui tem uma sutileza. Se diminuirmos infinitamente o intervalo de tempo,
nao precisa somar sobre todos os caminhos. Todos vao para um so!

Qual é a unidade do ket |z') ou do bra (z'|?

% Lembre que se (p|¢) = 1, sem unidades, entao <g0](/ dx'|z") (z'])]p) =1
:é também nao tem unidades. Assim se dz’ tem unidade comprimento, |z'){z’|
5 o g tem unidade de inverso de comprimento. Assim, tanto o ket quanto o bra
%C%;;;g : tem unidade de inverso de comprlmentol/ 2
3% o .

MAPLima “® |19
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Slide 12
APPENDIX 1l
b. FUNCTIONS WHICH APPROACH ¢

It can easily be shown that, in addition to 6)(x) defined by (1), the following
functions approach d(x), that is, satisfy (5), when the parameter ¢ approaches zero
from the positive side:

1 : 2
() e ke 1 im(&y — Tn—1)
DE De (x,,th|Tn_1,th_1) = ex
oy bnln—1,tn—1) = TorAG P T
e e e
= im 1 1 — 22
TXxX® t+¢g tome x = x,, — T,,—1 € = —— =

mat ~ e wian Pl e

compare com a defini¢ao (iii) de d(x) para obter,

o Ceniee) 1 _ 1 _ —im. 1 _ o m
(U w(At) &/ Va2rAt yr \ 2mikAt
u52,

(11)

_—
-
-
S—
)

a |
=4

Do apeéendice Il do livro Quantum Mechanics,
Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu, and Franck Laloe,

Vol. 2, pagina 1470. Y
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