FIOOI Aula de hoje: Potenciais e transformagoes de Gauge
Aula 14

Em Mecanica Classica o ponto zero de energia nao tem significado fisico. A

evolugao temporal de variaveis dinamicas, tais como, x(¢), p(¢) ou L(t),nao é

alterada|se usarmos V' (x) ou V(x) + V| (constante no espago e no tempo).

Isso porque F = —VV (x) e .". Vj uma constante aditiva, nao é importante.

Como sera a situacao analoga em Mecanica Quantica?

‘057 to; t> — V(X)
Suponha ambas com |a) em t = tg.

la, to; t) — V(x) =V(x)+ W

Nos sabemos evoluir kets no tempo

oty =esp { i+ v + 1) )
£ |oytoit) =expy —i|5— X =
_g\ s VO p 2m 0 h
iVo(t — tO)
% =exp [ — - |lev, to; t).
° % A presencga de Vy faz com que os estados |, to;t) e |a,to;t) fiqguem
02 2
og = Vot —t
(%‘%C? 2 diferentes! Eles diferem por uma fase global exp [_ ol A 0)]'
Qoo

Qoo A
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FI00| Potencial constante (independente do tempo e da posicao)
Aula |4 Para um estado estacionario, somar um potencial constante V na

Hamiltoniana implica em uma mudanca na dependéncia temporal

Se V(x) — exp [— w}

do tipo

Se V(x) + Vo) — exp | — i(EJrV(;i)(t_to)}
ou seja, mudar de V(x) — V(x) + Vj implica em F — FE + Vj.

Efeitos observaveis, como evolucao temporal de valores esperados

(exemplos: (x), (p), etc.), dependem das chamadas frequéncias de

£ Bohr (diferencas em energia) e portanto nao mudam mediante a
§ adicao de um potencial constante na Hamiltoniana.
5
8
5 g Esse de fato, é um primeiro exemplo de transformacao de Gauge:
" g ; _
os%%o B ‘04, to; t> — €Xp [ — M} ‘CV, to; t> representagio
&)083;0 V(X) . V(X) T Vol E— E+V, das coordenadas
Qoo Vo (t—t P A
Y(x', 1) = exp [ — Do) (/) S R
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FI001 Potencial dependente so do tempo
Aula 14 O que aconteceria, se V; fosse espacialmente uniforme, mas dependente do

.t
tempo? |, to;t) = U(t,to)|a), com U(t,to) =exp | — %/ H(t")dt'|. Mas,
to
se H(t) = H 4+ Vj(t), entao

o, to;t) = exp | — %H(t —to)] exp [ — %/t Vo(t')dt']|e)

.t
e ... terfamos |a,to;t) — exp | — 1/ Vo(t')dt'||e, to; t)
V(x) V(x) + Vo(t)

Pergunta importante: Sera que a adicao de um potencial espacialmente
constante, mas variavel no tempo, causa algum efeito mensuravel no sistema?
Para responder isso, imagine um experimento com um feixe de particulas que
é separado”™ em dois: Parte passa por uma regiao de potencial V;(t) e a outra
parte por um potencial V5(t) que variam de forma diferente no tempo. Em

seguida juntamos os feixes e realizamos uma experiéncia de interferéncia.
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000  conforme varidssemos a dependéncia temporal dos potenciais?
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MAPLima *O pacote de onda de cada particula é dividido em dois. :.: 3

Sera que perceberiamos diferencas nos resultados deste novo experimento,



FI0O01  Experimento de correlagao. Potencial dependente s6 do tempo
Aula 14 O Experimento

Separa o feixe

N

Pode criar diferenca

—— de potencial

zona de

. ~ interferéncia
Dimensao do

t
PACOLE TERO Gailola metalica: gerando Vi (t) e V5(t) depois que a

ue a gaiola : :
4 & particula estd dentro dela e desligando antes dela sair

A interferéncia sera do tipo cos(¢1 — ¢2) e/ou sin (¢p; — ¢2), onde

2 1t
- %‘ b1 — P2 = > / dt(Va(t) — Vi(t)). Embora nenhuma for¢a atue na
1) 3 f
b '1% particula, pois VV (t) = 0, existe um efeito mensuravel. Efeito
e —
955 2 L . cos (¢ — ,
ogo(’ 8 puramente quantico, pois quando i — 0< (01— ¢2) oscilam
Lo sin (61— 62)
Qoo .
99°  uito, destruindo qualquer efeito interessante. N '
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FI001 Gravidade em Mecanica Quantica
Aula 14

Sera que existe algum efeito gravitacional quantico? Veremos que sim, mas

antes exploremos as diferencas entre mecanica classica e quantica.

Considere um corpo em queda livre
minercial}“( — _mgravv(bgrav — _mgravgi
COIMO Minercial = Mgrav — X = —gZ
Uma vez que a massa nao aparece na equacao acima, gravidade em mecanica

classica é considerada uma teoria puramente geométrica.

A situacao em Mecanica Quantica nao é bem assim:

[Q—V + mq)gmv} U = zha — a massa nao cancela!
m
De fato, a massa aparece junto com h,na forma —. Isso também pode ser

m
visto na formulacao de integrais de caminho de Feynman

to .
[ m : Lcisssica(X, X
<xnatn‘xn—17tn—1> - m exp [Z /tl dt € aSSCha( )} co1m

oooo
Cf Qo0 L : 1 22 A
2 lissicn (X, X Smz® —mgz , m .
Qo classica (X, X) — 2 — note A e m juntos e na forma —. W

MAPLima h h h % | 5
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FIOOI
Aula 14
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Gravidade em Mecanica Quantica
No limite nao quantico, caimos na trajetéria classica definida pelo

principio de minima acao

b2 L (8 t2 1mi?2 —mgz
) / dt clissica () =0 / dt[ 2 J } = 0 e m se cancela.
tl tl

h h
Lembra do teorema de Ehrenfest?
d? d

mﬁbc) = E(p} = —(VV(x)) se VV(x)=mgz entao

mj—;<x> = —mgZ (nao depende de i nem de m)

Para ter efeito quantico nao trivial precisamos ter dependéncia com

h e consequentemente com m também.

e Até 1975, nao se sabia de nenhum experimento direto que permitisse

usar o termo m®,.,y na equagao de Schrodinger.

e Queda livre de particulas elementares — equacao de Ehrenfest é

suficiente para mostrar que nao teremos efeitos quanticos.

e Experimento sobre “peso de prétons” de V. Pound et al. também

nao estabeleceu efeitos gravitacionais quanticos (eles mediram

deslocamentos de frequéncias que nao dependem de h explicitamente).
KN
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FI001 Gravidade em Mecanica Quantica
Aula 14

Efeito gravitacional na escala microscoépica é dificil de detectar. Porque?

As forcas envolvidas sao muito pequenas. Para ilustrar, considere o estado

ligado do atomo de hidrogénio. Sabemos que o tamanho tipico do atomo

2
)

é estimado por ag = raio de Bohr = . Como seria “ag” se a forca de

e2m,
ligacao fosse gravitacional? Para calcular isso, troque o proton por um

, e? Gmemy, ,
neutron, o que equivale a trocar — — por — ———. Obterfamos com
r r
h2
isso, um raio de Bohr gravitacional “ag” = -— A forca gravitacional
Gmsmy,
g entre o neutron e elétron ¢ cerca de 10°vezes menor que a forca elétrica
g e’
g entre o préton e o elétron, pois — & 2.3 x 10°?.
3 MeMMp
g
&
[
> 2 : 31 13
g 03 (’ .g Isto fornece um raio de Bohr gravitacional de 10° ¢m ~ 10™° anos-luz.
99 G
o £
OCC?C’ST;O (Tamanho algumas vezes maior que o raio estimado do universo - 10**cm)
o -
N
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FIOOI Interferéncia Quantica Induzida por Gravidade

Aula 14 Experimento de correlagio com néutrons (massa m,)

Pacote é reunido em D

Medida de Interferéncia

Pacote é dividido
em A: pedacgo por ABD
outro por ACD

. Pacote de onda (N
- g de um neutror/ t
T ; ,
|8 O 1) ABCD em um plano horizontal: potencial gravitacional igual
i
= |8 em ambos 0s percursos.
;‘;iog dois casos ¢ 2) ABCD rodado de § em torno de AC. Potencial gravitacional
O?@ s no percurso AB é igual ao do CD, mas no percurso BD é
(+] o
i | diferente do potencial do percurso AC. §"’A ‘
MAPLima e




FIOO0| Interferencia Quantica Induzida por Gravidade

—11'm, gls sin 0
Al = Segundo slide 2 (4), a diferencga de fase sera: exp [ L hg 251 }, onde
e T' é o0 tempo para percorrer a distancia BD (=~ tempo em AC);
e 0 pode variar de 0 a il oude0a — z;
2 2 N
_ 1 Q"
e Note que: ~ Upacote 0\5%
p=hk = hZTﬂ— = MpUpacote - - Upacote — 7317:; //@@
h=h/2r e A =)\/27] &
6 Gmaa” M s*
Assim T = 1L _ AMeA AN .. a diferenca de fase fica D
Upacote 21h h 62
M1y, My gls sin d m%gﬁlﬁgjx sin 0 B
¢ACD - ¢ABD — — O wee= C
h h h 5
o 61
§ A
2
AC — Eq.(1): £~ =F
8 Uma outra forma de ver isso: - 2.(1) 2y .
g em BD — Eq.(2) : 37— +myuglasind = F
i n
g 12 2 I /
ggo g Eq.(2)-Eq.(1) — P =P _ —mpglosind — W =)' +p) = —m,gls sin d
OO%G B 2m., 2my,
53 _h_n \
égooo Tomeld? ~ X~ X = caleule (p' —p) e (p' +p) einsi } ;
o ,n p —p)e(p +p) e nsira acima R
P =37Aa ool

MAPLima 2T/



FI001 Interferéncia Quantica Induzida por Gravidade

Aula 14 T4 /
P —p) +p) . b, 1 1, 1 1 ,
= —mpglasind — h*(=—— — =) (=— + =) = —2m;,glasind
2, 9% G2  VGa Ty nd2
’(_L_L):_#:__ A, _A
2 2 _
mas 4 S A= 72
(g + 1) = RHa _ 1HA/N 2
L\ XFa T X XOFA) X (1+A/X) X
, /1 /1 1 1 A /1A
A diferenca de fase fica — — = == — =———) =l1== ~ —
: UED NS b ey, SEUNEESY
m2 gl1la\sin §
bacp — dapp = —22 1h§
1200+ 1
0
g 800 -
r
;g ° ;é 600 - 1
%:,%G — :
d?&'ﬂ;o _ Ry
Qo0 . R
MAPLima Veja: R. Colella, A.W. Overhause, e S.A.Werner, Phys. Rev. Lett. 34, 1472 (1975). :::Vw l()




FI00| Particula carregada sujeita a um campo eletromagneético
Aula 14 Um pouco sobre cargas interagindo com campos eletromagnéticos
d*x Vv X B]

1) Comeca com a Forca de Lorentz mﬁ =F=e¢ [E +

C

2) Das Equacgoes de Maxwell, percebemos a importancia de ¢ e A e

(VB=0—-B=VxA

temos{VxE:—%%—]f%Vx(E—l—%a—?):()

B, B
§ 3) Equagoes de Movimento de Newton mx = e(E,,; +y— — z—y) —
c c
op 10A, 1y ,0A 0A z - 0A 0A
ﬁ — J Yy o e _~ e L z
S me = e Ox c@t+c[8x ay} [8z 8:1:]}
5 d ,OL oL
o g 4) Lagrangeana: construida de tal forma que —( ) = forneca a
38 G@ t*0¢;”  0q
dj’o ~ equacao de movimento. Verifique que a expressao serve:
Ooo
Qoo 1 o
L=-mx®+ SxA(x, 1) — ed(x, 1) S A

MAPLima 2 C I



FIOOI Particula carregada sujeita a um campo eletromagnético
Aula |4 A oL (x,1)

5) Momento canénico p, = — = mt + A

oz

Ou seja, p = mx + EA(X, t) (nao é simplesmente mv)
c

6) Construa a Hamiltoniana Cléssica

_ 1 €, \2
H—p.X—L—%(p—EA) + e

7) Utilize a estratégia desenvolvida no curso para construir o andlogo quantico.

Para ilustrar, suponha inicialmente que E e B possam ser derivados de A

e ¢ independentes do tempo. Isto é:

E=-Vo¢
1 d(x,t) = Pp(x) e A(x,t) = A(x), com{ B = V X A
§ H = (p — eA) + eg
€ Na mecanica quantica, A e ¢ sao funcoes do operador posicao x da particula.
g
£ Sendo assim, como [z;, pj] = ihd;; — [ps, A;] # 0. Isso exige cuidado para
> 2 G g lidar com H. Por exemplo, a parte envolvendo o operador
Qa5 B
e Pt e |2 e 2
33, (p—-A)" =p?> - —(Ap+pA)+ A
Qoo C C "\ -~ s C \\“, o

MAPLima note simetria em A e p e que H é Hermiteano ¥ 12
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FIOO|

Particula carregada sujeita a um campo eletromagnético

Aula 14 Comecemos com o enfoque de Heisenberg

(&)
95:
Oo
s
Oo°

Qoo

dx; [CBHH] 1 2 € e? o )
oy - Z,mm{[x p C(P + A.p) + = }} (usei que [x;,¢] = 0)
x;, p2] = 2ihp;

|
Usando que [ [z;, (p-A + A.p)] = ih ;> o (piAi + Aipi) = 2ihA;
i, A%] =

dz; pz'—g i

temos: prai —<— 0 que mostra que p (nosso gerador de translagoes) nao
m
dx dx eA
é o mesmo que m—. Definiremos II =m—= p ——
dt ~~ dt ~~ ¢
momento momento
cinematico canonico
O momento canonico tem a propriedade [p;,p;] = 0. E o cineméatico?
= e e e the 0A;  0A,;
11;, 11; i — —Aip; — A = ——{lpi, 4] + [Ais 0]} = e
[T = s Cips = S = =S A+ LAel) = S5 - 500
() . - J/
g
aG z
g onde usamos que [p;, G(x)] = —iha : (V x A)k = By
3: i o | >0sei=]
= De um modo geral podemos escrever: [I1;,I1;] = —e¢; 5By, onde
c
para i # j # k, €55 = 1 se ciclico em 1,2,3 e €;;, = —1, se nao ClCllCO>\‘"’ -13
a
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FIOOI Particula carregada sujeita a um campo eletromagnético
Aula 14 A Hamiltoniana pode ser reescrita como

1 1>

H = — —A = —
Gy (p ) + e 5 + e
d d’x dH
Ja sabemos que md—}t( =II=p— EA Quanto vale m—= 7 = dt
Facamos a conta para a componente ¢ = 1, isto é:
dI1; 1 1 I
— = —|II1H I, —
a ~ apitn Al = i, o0 e
( :Hla H%] =0
H H2 — the dng B dxs
Mostre que { © " 3] h( b s d) e obtenha
_Hl,H3]:—Q< x3B —|—Bm x3>
Iy, ep] = —ihe g;; = iheF;
5 para a componente 1 : — = el + — (d_x X B) (B X d_x) }
§ d 2¢ U\ dt dt /1
o)
8
s d’°x  dIl 1 dx dx
% 3 Enfim t ; = =elE+ —(— xB-B x —
03 Og nfim temos: |m-7y = S = e[B+ 50 (G ol
Oo B /

&gg%"o A wversao quantica da forca de Lorentz (teorema de Ehrenfest). W o

MAPLima Compare com equagao do slide 11. ¥ |14
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FIOO|
Aula 14
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Particula carregada sujeita a um campo eletromagnético

Como fica a equacao de Schrodinger com ¢ e A?

(x'|H|a, to; t) = ih%(x’]a,tmt}

Comecemos por

| (p — SA(0) et ) =
_ %( — iV’ — SAG)) (b — SAG)) s toit) =
= (Y~ SAG) (iR~ CAGK))) (ot 1)

Note que o gradiente da esquerda “pega”todo mundo (inclusive o A(x’)

da direita). Com isso, a equagao de Schrodinger é dada por:
1

2m
0

= ihabc’\oz, to;t)

Como seria a nova definicao de j, o fluxo de probabilidade? Lembram
0

de como defini-lo? Use =2 +V.j=0, p=¢*y, com = (x'|a,tg;t)
ot

A,

'4..\’

UUUUUUU

S (= iV = A X)) (= ihV = ZA () (] tost) + ed(x) x|, tos t) =

15



FIOO|
Aula 14
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Particula carregada sujeita a um campo eletromagnético

dp 0¢* w
5 ww

e use a equacao de Schrodinger do slide anterior para obter.

dp 1 IT? % /! / * /! 11
Fri E[ (x' |—m|04 tost)" (X' |, tos t) + (x|, to; 1) " (x |%|avt07t>-

Note que a parte em ¢ cancelou, pois ¢* = ¢. A tarefa se resume em colocar

Para calcular j, o fluxo de probabilidade, comece por

a expressao acima na forma: il + V'j = 0. Depois de algum trabalho, temos:

ot
. h . e
j=—Im(y V'y) — —A[ypf?
m mc
trocap - p— A
que poderia ter sido obtido, com
by — = A(x') — representagao x
.S
Quando escrevemos a fungao de onda na forma ¢ (x',t) = \/pexp (%),

S real, obtivemos Im(¢*V'vy) = Pys. Assim, o j, pode ser escrito por:

h
h
j=—EVis— —Ap=L(V'S-A)
m h mc m
IT
Mostre, seguindo o que fizemos para A = 0, que / d’x'j = Q N
mo ww® 16
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FI001 Transformacao de Gauge
Aula 14 Estamos prontos para estudar transformacao de Gauge. Considere primeiro:
o —> o+ Xe A — A, onde A é constante - nao depende de x e t.
Esta transformagao ja foi estudada antes (mudancga no zero da energia).
6 o—12
Uma transformacao mais interessante é:
A — A+ VAx,t)

E=-V(-12)-10(A+VN)=-Vp-12

t

2

A

QJ|Q;

Cujos campos <

B=VXx(A+VAN)=VXxA+VXxVA=VxA

L H/_/
0
. ficam inalterados e .. a trajetdria classica da particula carregada sob
g agao destes campos nao se altera (a forca de Lorenz nao se altera).
8 Queremos estudar os efeitos quanticos da transformacao de Gauge.
g
e 6= ¢
23 (’ § Para isso, considere um caso particular
Oo & . ~ 7
% A— A A
yoSoooo / —l_ v (X)
o A(x,t) = A(x) nao depende de t. A, AT

MAPLima “¥ 17
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FI00| Transformacao de Gauge

Aula 14 (Am _ _%
Considere B = Bz. Tal campo pode ser derivado de ¢ A4, = % pois,
\AZ =0
0A 0A 0A 0A 0A 0A
B:VXA: Z_ Y\ A~ .Cl]'_ Z\ A y_ xA:BA
(8y 0z )X+(8z ox )Y+(8:U oy )Z “
)
A, = —By
s ou de ¢ A, =0 pela mesma razao, ou seja B =V x A = Bz.
g A, =0
S \
%
;83 :53 . / . Bxy
oc;)% 2 Note que os dois A’s se relacionam por A, ovo = Avelho + V( - )
%35 ——
Qoo )\(X)ﬁ\“,é o
¥ 18
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FI00| Transformacao de Gauge
Aula 14

Para B = Bz, considere a forca de Lorentz

X vV z
v X B e e A A
F=c(——)=—|w v v.|=—(%-v9)=
¢ "o o0 B ¢
eB . A R eB R
= —wv (sin pX — cos py) = __UJ_(ecp)
C N 4 C

3 forca na direcdo Z e a forca sempre aponta L & v e no plano xv.

", a particula realiza uma espiral (movimento circular no plano zy).

'_%
§ <
X
=
k
: g >y
[ %
(s 2 =
33 (Pis
%9,
035
Qoo &"’A y
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Aula 14
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Transformacao de Gauge
dp,, oH

Considere agora a equacao de Hamilton — =

# 0 se usarmos A = (—=%7, 5+, 0)

Isto mostra que em geral o momento canonico nao € invariante de Gauge.

E importante, entretanto que II seja invariante de Gauge, pois ele

dt —  Ox
1 € 12 I , 5 e e e’
ondeH:—(p——A) +e ¢ :—(p ——p.A——A.p—l——A)
2m c —— 2m c c c?
0
dpy  OH = 0 se usarmos A = (—By,0,0)
dt Ox By Ba

é responsavel pela trajetoria que depende apenas das condicoes iniciais

e da forga de Lorentz (que nao depende de \).

e e
Como II e p estao relacionados por I =p — -A — p e —A devem mudar
c

C
de forma a nao alterar II .

~
Na lousa, mostramos isso, usando a transformagao de Gauge
para redefinir a Lagrangeana e o momento candnico p.
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Lousa

d? B
Da forca de Lorentz mﬁ); —F = e[E i vx
c

} e lei de Newton
. €.
construimos a Lagrangeana L = imx2 + —-x.A(x,t) —ep(x,t) e
c
. € ~
obtivemos o momento candnico p = mx + —A(x,t). No exemplo, em questao,
c

1
Ax,t) =A(x) e ¢(x,t) =0= L = §m5<2 + E)'(.A(x) com p = mx + EA(X).
c c

A transformagao de Gauge An(x) = A(x) + VA(x), resulta em um nova

1
Lagrangeana Ly = §m>'<2 + Sk (A(x) + VA(x)) e um novo momento candnico
c

e e
pN = mx + —A(x) + =V A(x). Como fica 0 novo momento cinematico IIxn?
c c

HN:pN—ZAN(X): (mx + ZA(X) n Zw(x)) _ S(A(x) + VAX)) =mx =TI

A Hamiltoniana, que pode ser reescrita como

1 I12
H=—(p— EA)z—i—eqﬁz — 4+e¢ = nao muda (mesmo espectro).
2m c 2m

=¥ 2]
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