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Teoria de Momento Angular 
Motivação: átomos, moléculas, espectroscopia, simetrias, espalhamento, etc.

Um bom começo para este assunto: (1) relacionar rotações com momento

angular; e (2) relações de comutação:

Comece observando que rotações sobre o mesmo eixo comutam, sobre eixos

diferentes, nem sempre:

90�

90�

45�

45�
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Rx(90
�) Rz(90

�)

Rz(90
�) Rx(90

�)

x
y

z

rotações sobre eixos diferentes, nem sempre comutam
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Momento Angular 
Vamos mostrar isso quantitativamente. Comecemos representando rotações por

matrizes 3⇥ 3, reais e ortogonais:

Considere um vetor V =

0

@
Vx

Vy

Vz

1

A . Quando rodamos o sistema (para nós, eixos

não rodam) as componentes mudam para: V0 =

0

@
V 0
x

V 0
y

V 0
z

1

A . As componentes se

relacionam da seguinte forma:

0

@
V 0
x

V 0
y

V 0
z

1

A =

0

@
R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

1

A

0

@
Vx

Vy

Vz

1

A

A norma
�
Vx Vy Vz

�
0

@
Vx

Vy

Vz

1

A = |V|2 é conservada, se RTR = 1, ou seja,

se R é ortogonal, temos.

�
V 0
x V 0

y V 0
z

�
0

@
V 0
x

V 0
y

V 0
z

1

A = |V0|2 =
�
Vx Vy Vz

�
RTR

0

@
Vx

Vy

Vz

1

A = |V|2.
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Comecemos com uma rotação de ' ao redor do eixo z. A matriz que representa

esta operação é dada por:

Rz(') =

0

@
cos' � sin' 0

sin' cos' 0

0 0 1

1

A o que implica em:

8
><

>:

x0
= x cos'� y sin'

y0 = x sin'+ y cos'

z0 = z

Observe que, por convenção, estamos rodando o vetor (sistema) e não os eixos,

mas as convenções estão relacionadas: rodar o sistema mantendo os eixos fixos

é equivalente a manter o sistema fixo e rodar os eixos ao contrário.

x

y

z

y0

x0

'

Por convenção ' > 0 no sentido anti=horário. Fica mais fácil ver

a matriz acima, se mantivermos o vetor fixo e

rodarmos os eixos ao contrário.
'

'

⇡
2 � ' onde:

8
><

>:

x0 = x cos'� y cos (⇡2 � ')

y0 = x sin'+ y sin (⇡2 � ')

z0 = z

<latexit sha1_base64="nf5Njh70kmFbnaSIj28ZY8ZZong="></latexit>

y

<latexit sha1_base64="CW1iVYg8dIUgxHG7X+i58QH99R4=">AAAB6HicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnriBJ1bwIvHBMwCyRB6Op2kTc9Cd48wDPkCLx4U8eonefNv7CyCij4oeLxXRVW9IBFcaYw/rMLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqqziVlLVoLGLZDYhigkespbkWrJtIRsJAsE4wvZ77nXsmFY+jW50lzA/JOOIjTok2UjMblCvYrmHHq3kI29Ua9lzXEOxgfOEix8YLVGCFxqD83h/GNA1ZpKkgSvUcnGg/J1JzKtis1E8VSwidkjHrGRqRkCk/Xxw6Q2dGGaJRLE1FGi3U7xM5CZXKwsB0hkRP1G9vLv7l9VI9uvJzHiWpZhFdLhqlAukYzb9GQy4Z1SIzhFDJza2ITogkVJtsSiaEr0/R/6RdtR3X9ppupV5dxVGEEziFc3DgEupwAw1oAQUGD/AEz9ad9Wi9WK/L1oK1mjmGH7DePgE/t402</latexit>

x

<latexit sha1_base64="Eq0RxtyjQMcIC5J9kd+yjiiJRXw=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ0+coHMLePGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOGIV/gxYMiXv0kb/6NnUVQ0QcFj/eqqKoXpIIrTciHtbK6tr6xWdgqbu/s7u2XDg5bKskkgyZLRCI7AVUgeAxNzbWATiqBRoGAdjC+mvntO5CKJ/GNnqTgR3QY85Azqo3UuO+XysSuEserepjYlSrxXNcQ4hBy7mLHJnOU0RL1fum9N0hYFkGsmaBKdR2Saj+nUnMmYFrsZQpSysZ0CF1DYxqB8vP5oVN8apQBDhNpKtZ4rn6fyGmk1CQKTGdE9Uj99mbiX1430+Gln/M4zTTEbLEozATWCZ59jQdcAtNiYghlkptbMRtRSZk22RRNCF+f4v9Jq2I7ru013HKtsoyjgI7RCTpDDrpANXSN6qiJGAL0gJ7Qs3VrPVov1uuidcVazhyhH7DePgE+M401</latexit>

y0

<latexit sha1_base64="dIb31F7YxeN53ZZPijTSpYbKkk4=">AAAB6XicdVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiQx9LEruHFZxT6gDWUynbRDJw9mJkII/QM3LhRx6x+582+ctBVU9MCFwzn3cu89XsyZVKb5YRTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRV0aJILRDIh6Jvocl5SykHcUUp/1YUBx4nPa82VXu9+6pkCwK71QaUzfAk5D5jGClpdv0fFSumNVmo2Y7NWRWTbNu2VZO7Lpz6SBLKzkqsEJ7VH4fjiOSBDRUhGMpB5YZKzfDQjHC6bw0TCSNMZnhCR1oGuKASjdbXDpHZ1oZIz8SukKFFur3iQwHUqaBpzsDrKbyt5eLf3mDRPkNN2NhnCgakuUiP+FIRSh/G42ZoETxVBNMBNO3IjLFAhOlwynpEL4+Rf+Trl21nGrzxqm07FUcRTiBU7gAC+rQgmtoQwcI+PAAT/BszIxH48V4XbYWjNXMMfyA8fYJp2SNbA==</latexit>

y0

<latexit sha1_base64="dIb31F7YxeN53ZZPijTSpYbKkk4=">AAAB6XicdVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiQx9LEruHFZxT6gDWUynbRDJw9mJkII/QM3LhRx6x+582+ctBVU9MCFwzn3cu89XsyZVKb5YRTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRV0aJILRDIh6Jvocl5SykHcUUp/1YUBx4nPa82VXu9+6pkCwK71QaUzfAk5D5jGClpdv0fFSumNVmo2Y7NWRWTbNu2VZO7Lpz6SBLKzkqsEJ7VH4fjiOSBDRUhGMpB5YZKzfDQjHC6bw0TCSNMZnhCR1oGuKASjdbXDpHZ1oZIz8SukKFFur3iQwHUqaBpzsDrKbyt5eLf3mDRPkNN2NhnCgakuUiP+FIRSh/G42ZoETxVBNMBNO3IjLFAhOlwynpEL4+Rf+Trl21nGrzxqm07FUcRTiBU7gAC+rQgmtoQwcI+PAAT/BszIxH48V4XbYWjNXMMfyA8fYJp2SNbA==</latexit>

x0

<latexit sha1_base64="L3A0anqKzq9CSQD3viazeegJfZU=">AAAB6XicdVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoKiQx9LEruHFZxbZCG8pkOmmHTh7MTMQS+gduXCji1j9y5984aSuo6IELh3Pu5d57/IQzqSzrwyisrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DjoxTQWibxDwWtz6WlLOIthVTnN4mguLQ57TrTy5yv3tHhWRxdKOmCfVCPIpYwAhWWrq+Px2UK5bZqFcdt4os07JqtmPnxKm55y6ytZKjAku0BuX3/jAmaUgjRTiWsmdbifIyLBQjnM5K/VTSBJMJHtGephEOqfSy+aUzdKKVIQpioStSaK5+n8hwKOU09HVniNVY/vZy8S+vl6qg7mUsSlJFI7JYFKQcqRjlb6MhE5QoPtUEE8H0rYiMscBE6XBKOoSvT9H/pOOYtms2rtxK01nGUYQjOIYzsKEGTbiEFrSBQAAP8ATPxsR4NF6M10VrwVjOHMIPGG+fpd+Naw==</latexit>
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Olhando para Rz(') =

0

@
cos' � sin' 0

sin' cos' 0

0 0 1

1

A podemos obter a matriz que

gera rotações infinitesimais ao redor de z. Basta tomar ' = ✏ pequeno. Isto é:

Rz(✏) =

0

@
1� ✏2

2 �✏ 0

✏ 1� ✏2

2 0

0 0 1

1

A . Para obter as matrizes que rodam ✏ sobre os

outros eixos, rode ciclicamente em x(x0
), y(y0) e z(z0) a expressão

8
><

>:

x0
= x(1� ✏2

2 )� y✏

y0 = x✏+ y(1� ✏2

2 )

z0 = z

por exemplo

8
><

>:

y0 = y(1� ✏2

2 )� z✏

z0 = y✏+ z(1� ✏2

2 )

x0
= x

fornece

Rx(✏) =

0

@
1 0 0

0 1� ✏2

2 �✏

0 ✏ 1� ✏2

2

1

A com

8
><

>:

x ! y; y ! z; z ! x

x0 ! y0; y0 ! z0; z0 ! x0

Rz(✏) ! Rx(✏)

De forma similar, obtenha Ry(✏) =

0

@
1� ✏2

2 0 ✏
0 1 0

�✏ 0 1� ✏2

2

1

A
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Algumas observações 

Note agora que Rx(✏)Ry(✏) =

0

@
1� ✏2

2 0 ✏

✏2 1� ✏2

2 �✏
�✏ ✏ 1� ✏2

1

A e que é diferente de

Ry(✏)Rx(✏) =

0

@
1� ✏2

2 ✏2 ✏

0 1� ✏2

2 �✏
�✏ ✏ 1� ✏2

1

A e que a diferença

Rx(✏)Ry(✏)�Ry(✏)Rx(✏) =

0

@
0 �✏2 0
✏2 0 0
0 0 0

1

A = Rz(✏
2)� 1 = Rz(✏

2)�R8(0)

onde todos os termos de ordem superior à ✏2 foram desprezados. Esta relação

será útil para deduzirmos relações de comutação de momento angular em

mecânica quântica.
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Operador que roda kets 
<latexit sha1_base64="aavYqWR6io8UapJIeGckURQqeac="></latexit>

Como caracterizar rotações na Mecânica Quântica? Dado R,

matriz 3⇥ 3, associamos a ela D(R), um operador, tal que:

|↵iR = D(R)|↵i
A representação matricial de D(R) depende da dimensão do espaço

que representa |↵i.

Por exemplo

(
N = 2 ! spin

1
2 , D(R) ! matriz 2⇥ 2

N = 3 ! spin 1, D(R) ! matriz 3⇥ 3, etc.

Veremos que rotação infinitesimal é uma forma de definir D(R).

Chute D = U✏ = 1� iG✏ com G sendo um operador Hermiteano.

Inspirado em

(
G =

px

~ p/ translação, onde ✏ = dx0

G =
H

~ p/ evolução temporal, onde ✏ = dt,

o que esperar? G =
Jk
~ p/ rotação ao redor do eixo k, onde ✏ = d'.

Adotaremos a notação mais geral: D(n̂, d') = 1� i
J.n

~ d', onde D

é um operador que, com aux́ılio de J, roda kets quando o sistema é

rodado de d' ao redor de n. Não definimos J = x⇥ p, pois queremos

algo mais geral para tratar spin também.
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Rotações finitas e algumas propriedades 
Rotação finita

Dz(') = lim
N!1

⇥
1� i

Jz
~
� '
N

�⇤N
= exp

�
� i

Jz'

~
�
= 1� i

Jz'

~ � J2
z'

2

2~2 + ...

Postulado: D(R) tem o mesmo grupo de propriedades que R.

Ou seja,

8
>>>>>><

>>>>>>:

1) Identidade: R.1 = R ! D(R).1 = D(R)

2) Fechamento: R1R2 = R3 ! D(R1)D(R2) = D(R3)

3) Inversa: RR�1
= R�1R = 1 ! D�1

(R)D(R) = D(R)D�1
(R) = 1

4) Associativa: R1(R2R3) = (R1R2)R3 = R1R2R3 !
D(R1)(D(R2)D(R3)) = (D(R1)D(R2))D(R3) = D(R1)D(R2)D(R3)

Como ficaria a propriedade 5) Rx(✏)Ry(✏)�Ry(✏)Rx(✏) = Rz(✏
2
)� 1?

�
1� i

Jx
~ ✏� J2

x✏
2

2~2
��
1� i

Jy
~ ✏�

J2
y ✏

2

2~2
�
�

�
1� i

Jy
~ ✏�

J2
y ✏

2

2~2
��
1� i

Jx
~ ✏� J2

x✏
2

2~2
�
=

= 1� i
Jz
~ ✏2 � 1

termos em ordem

8
>>>><

>>>>:

✏0 ! 1� 1 = 1� 1 ! 0 = 0

✏1 ! �iJy

~ ✏� iJx
~ ✏+ iJx

~ ✏+ iJy

~ ✏ = 0 ! 0 = 0

✏2 ! �JxJy✏
2

~2 � J2
x✏

2

2~2 � J2
y✏

2

2~2 +
JyJx✏

2

~2 +
J2
y✏

2

2~2 +
J2
x✏

2

2~2 = �iJz✏
2

~
ou seja: JxJy � JyJx = i~Jz ! [Jx, Jy] = i~Jz

Generalizável: [Ji, Jj ] = i~✏ijkJk
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Rotações finitas e algumas propriedades 
Em geral, quando geradores de transformações infinitesimais não comutam,

o grupo correspondente de operações é dito não abeliano.

Assim

(
Jx, Jy, e Jz ! não abeliano

px, py, e pz ! abeliano

Note que para obter as relações de comutação, usamos apenas que:

1) Jk é o gerador de rotações sobre o eixo k.

2) Rotações sobre eixos diferentes não comutam.

Uma aplicação: Rotações finitas em Sistemas de spin
1

2

Vimos que [Si, Sj ] = i~✏ijkSk é satisfeito por:

8
><

>:

Sx = ~
2{|+ih�| + |�ih+|}

Sy = i~
2 {�|+ih�|+ |�ih+|}

Sz = ~
2{|+ih+|� |�ih�|}

Considere uma rotação por um ângulo ' sobre o eixo z, |↵iR = Dz(')|↵i,

onde

(
|↵i ! ket de um sistema de spin 1

2 antes de rodá-lo.

|↵iR ! ket de um sistema de spin 1
2 depois de rodá-lo.

Conforme discutimos, Dz(') = exp
�
� iSz'

~
�
. Para ver se funciona, considere

seu efeito em hSxi.
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Rotações finitas em sistemas de spin 1/2 

Vejamos o que acontece com hSxi quando rodamos o sistema ao redor de z

por um ângulo ', isto é: hSxi roda |↵i
=) Rh↵|Sx|↵iR = h↵|D†

z(')SxDz(')|↵i.

Para isso, precisamos calcular exp
� iSz'

~
�
Sx exp

�
� iSz'

~
�
.

Método 1: direto, usando Sx =
~
2

�
|+ih�|+ |�ih+|

 

!
�~
2

�
exp

� iSz'

~
��

|+ih�|+ |�ih+|
 
exp

�
� iSz'

~
�

usando Sz|±i=± ~
2 |±i

=)

!
�~
2

��
exp

� i'
2

�
|+ih�| exp

� i'
2

�
+ exp

�
� i'

2

�
|�ih+| exp

�
� i'

2

� 
=

=
�~
2

��
exp (i')|+ih�|+ exp (�i')|�ih+|

 
=

=
�~
2

��
{|+ih�|+ |�ih+|} cos'+ i{|+ih�|� |�ih+|} sin'

 

= Sx cos'� Sy sin'

Método 2: indireto, usando

exp
�
iG�

�
A exp

�
� iG�

�
= A+ i�[G,A] +

i2�2

2!
[G, [G,A]] + . . .+

+
in�n

n!
[G, [G, . . . [G, [G,A]]...]] com G = Sz;A = Sx e � =

'

~ .
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Rotações finitas em sistemas de spin 1/2 
Assim, temos

exp
� iSz'

~
�
Sx exp

�
� iSz'

~
�
= Sx + i

'

~ [Sz, Sx] +
i2'2

2!~2 [Sz, [Sz, Sx]]+

+
i3'3

3!~3 [Sz, [Sz, [Sz, Sx]]] + . . . +
in'n

n!~n [Sz, [Sz, . . . [Sz, [Sz, Sx]]...]] =

= Sx + i
'

~ i~Sy +
i2'2

2!~2 [Sz, i~Sy] +
i3'3

3!~3 [Sz, [Sz, i~Sy]] + . . . =

= Sx � Sy'+
i2'2

2!~2 i~(�i~Sx) +
i3'3

3!~3 i~[Sz,�i~Sx] + . . . =

= Sx � Sy'� '2

2!
Sx +

i3'3

3!~3 i~(�i~)(i~)Sy + . . .

= (1� '2

2!
+ . . . )Sx � ('� '3

3!
+ . . . )Sy = Sx cos'� Sy sin' (c.q.d.)

Para esse resultado só usamos regras de comutação, ) vale p/ j 6= 1
2

Os dois métodos aplicados para o caso de spin
1
2 , fornecem a seguinte relação

entre valores médios: hSxi ! Rh↵|Sx|↵iR = hSxi cos'� hSyi sin'. De forma

semelhante, obteŕıamos: hSyi ! hSyi cos'+ hSxi sin' and hSzi ! hSzi, ou seja

hSi roda como um vetor do slide 4

(no caso, um vetor rodando ' em volta de z).
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Encontramos

0

@
hSxiR
hSyiR
hSziR

1

A =

0

@
cos' � sin' 0

sin' cos' 0

0 0 1

1

A

0

@
hSxi
hSyi
hSzi

1

A , ou seja

hSki !
X

`

Rk`hS`i. De fato, como vimos pelo método 2, vale a relação:

hJki !
X

`

Rk`hJ`i.

Mostraremos, eventualmente, que tais relações valem para qualquer

operador escrito como um vetor! Nossa intuição foi bem até agora.

Uma surpresa não intuitiva:

Rode |↵i do espaço de spin
1
2 em volta de z, de ' = 2⇡. Para fazer isso,

escreva |↵i = 11|↵i = |+ih+|↵i+ |�ih�|↵i e para rodá-lo, multiplicamos

por Dz(2⇡), isto é exp
�
� iSz'

~
�
|↵i = e�i'

2 |+ih+|↵i+ e+i'
2 |�ih�|↵i.

'

2
é a nossa surpresa, pois isso leva à: |↵iRz(2⇡) = �|↵i! Ou seja, o sistema

foi rodado em 360
�
e o estado não voltou para si mesmo. Será que este sinal

(�) é uma observável?
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Precessão de Spin: uma nova olhada 
A Hamiltoniana é dada por H = � e

mec
S.B = !Sz, onde ! =

|e|B
mec

.

Com esta Hamiltoniana, o operador evolução temporal é dado por:

U(t, 0) = exp
�
� iHt

~
�
= exp

�
� iSz!t

~
�
que nada mais é que um

operador de rotação de um ângulo ' = !t ao redor do eixo z. Ou seja,

o operador de evolução temporal causa precessão do spin. Já hav́ıamos

visto que:

8
><

>:

hSxi ! hSxi cos'� hSyi sin'.
hSyi ! hSyi cos'+ hSxi sin'
hSzi ! hSzi

e agora,

podemos escrever

8
><

>:

hSxi(t) = hSxi(0) cos!t� hSyi(0) sin!t.
hSyi(t) = hSyi(0) cos!t+ hSxi(0) sin!t
hSzi(t) = hSzi(0)

Ou seja a cada
2⇡

!
o valor médio da medida de componente de spin

hSxi(t) (ou hSyi(t)) volta para a situação original hSxi(0) (ou hSyi(0)).

O ket roda com peŕıodo
4⇡

!
e o valor médio do operador S precessiona

com peŕıodo
2⇡

!
.
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Interferometria de Nêutrons 
(mais um experimento de correlação) 

Fonte 
de nêutrons 

Região de  
interferência 

a 

b 
B

Os pedaços de pacotes de onda que que vão por b ganham uma fase e
i!T
2 ,

onde o campo B está presente. T é o intervalo de tempo que a part́ıcula

gasta no espaço onde B existe.

Experimento de interferometria de nêutrons para estudar rotações de 2⇡.

A Hamiltoniana é dada por H = � gne

mnc
S.B = !Sz, onde ! =

gneB

mnc
.

gn ⇡ �1.91. Considere a figura abaixo. O pacote que representa o neutron

é dividido em dois. A parte do pacote que vai pelo caminho b, sente um

campo magnético B constante na direção z. Na região de interferência as

partes do pacote se encontram novamente.
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Fonte 
de nêutrons 

Região de  
interferência 

a 

b 

C1(0)

C2(0) C2 = C2(0)e
±i!T

2

C1 = C1(0)

Interferometria de Nêutrons 
(mais um experimento de correlação) 

)

8
><

>:

C1 = amplitude do pacote chegando via caminho a = C1(0)

C2 = amplitude do pacote chegando via caminho b = C2(0)e±
i!T
2

A região de interferência mostra uma intensidade que se comporta como:

cos
�
± !T

2

�
. Quanto vale T? Se a região onde B 6= 0 for `, temos T =

`

v
,

com v =
p

mn
=

~k
mn

=
~

�̄mn
. ) T =

`mn�̄

~ =
4⇡

!
=

4⇡mnc

gneB
.

O 4⇡, e não o 2⇡, é verificado experimentalmente.


