FI00| Conexao entre o formalismo de operador densidade e a
Aula 19 Mecénica Estatistica

A proposta desta aula é estudar a quantidade: ¢ = —Tr(pln p), que diferencia

Ensemble Completamente Aleatério (ECA)

claramente as duas situacoes: < e
Ensemble Polarizado (EP)

e ajuda a fazer uma conexao deste formalismo de operador densidade com a

Mecanica Estatistica usual. Como fica ¢ na base que diagonaliza p? Que tal:

di di
o= — Z p,g klag) In p,g klag)
k

lousa

(diag)

Note que, como 0 < ppr, <1 — Inp,;, <0e ... 0>0.

§” p/ECAo =30, yln(y) =" 2 1=lN
8 Assim, temos:
3 p/ EP 0 =0, pois pgr = 0 ou Inpg, =0
()]

s £, g (ECA: as particulas em estados igualmente provaveis

X g’ £ Primeira conexao: (muito desordenado)

&) éi’;’ o] otoleadoa < EP: as particulas em um mesmo estado W A
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FI001 Mecanica Estatistica Quantica
Aula 19 E possivel mostrar que In N é de fato, o maior valor possivel de o, uma vez

imposta a condigao (vinculo): Z prr =1
k

Nasce a segunda conexao: S = k o
~— =~

entropia constante de Boltzmann

0
Veremos que p pode ser obtido para um sistema em equilibrio (onde 8_;) =0).
0
3t =0
Das equagoes temos: [p, H] = 0 — autokets em comum.
20
in% = —[p, H]

Se a base de H diagonaliza p — prr = populacao fracional do autoestado de
< energia FE}. Isto é o mesmo que dizer que quando o ensemble esta em equilibrio,
ele tem suas particulas distribuidas em autoestados de H. Para obter p para o
sistema em equilibrio, teremos como hipétese basica que: a natureza tende a
maximizar o(ou S), tendo como vinculo que o valor médio de energia tem um
certo valor fixo. Assim faremos:
1) da energia [H] = Tr(pH) = U (fixo)

2) da norma Tr(p) =1 §"’A
MAPLima -2
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FI001 Mecanica Estatistica Quantica
Aula 19 Maximizar com multiplicadores de Lagrange

a =0+ B(—[H]+ Usxo) +v(— Tr(p) + 1) = da = 0.
Isto nos leva a: do — BO[H] — vdTr(p) =0

(S[H] = (3, punEr) = X2, 0pun B

Mas < 5T1“(p) = Zk 5,0kk

(00 =0(—= Dk pree 0 prr) = — > dprr In prre — Dy O Pk

Assim da = §o — BO[H| — vdTr(p) =0 — —Z(Spkk(lnpkk +1+BE;+7v) =0.
k

Para variacoes arbitrarias de dprr, s6 nos resta fazer: Inppr + 14+ SEr +v =0,

gou seja prr = exp ( — BE, — v — 1). Mas Z,Okk — 1 e isso nos leva a
§ k
5 Zexp(—ﬁEk—*y—l) =1—exp(y+1) :Zexp(—ﬁEk) e ..
ggoc’ g k k
995 g _
% 935 = Drk = exp (— Fx) fracdo da populagdo com energia Fj.
Qoo Zk exp ( - 5Ek:) W pp—
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FI001 Mecanica Estatistica Quantica

Aula 19 N
Reconhecemos aqui a funcao de particao: Z = Z exp ( — ﬁEk) Note que
k
—BH
podemos escrever Z = Tr(e™ ) e p = - A Assim,
4] = Tr(e PHA) _ Zg(A)k exp ( — BEk)
z Sy exp (- BEy)
_Z]kVEkeXp(—ﬁEk)_ 81 P 1
U= < T _—%n com B—k—T,
Dk €XP ( - k:) Wl

|dentifique isso com auxilio da energia média
de um ensemble de osciladores harmonicos,
em comparagao com a energia interna
classica, kT, esperada no limite classico.

formula conhecida em Mecanica Estatistica.

i= . .y
§ Observacao interessante: Se tivéssemos calculado o extremo de o, sem o
ﬁ / / . . / 1
. vinculo de valor médio de energia fixo, terifamos encontrado ppr = N e o
A
i
> S correspondente igual a In V. Verifique isso. Esse resultado também pode
- 2 ) .
og‘%(’ g ser obtido fazendo 8 = 0 (o que equivale a fazer T — 00).
i
oo 14 . . . ~ 14 .
Qoo Um voluntario para discutir essa observacao na proxima aula? g, <mmm
.
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FI00| Momento Angular: Autovalores e Autoestados
Aula |9 Lembre que definimos as regras de comutacgao entre componentes de momento

Jr € o gerador de rotacoes sobre o k-ésimo eixo

angular a partir de
Rotacoes sobre eixos diferentes nao comutam
Isto foi suficiente para definir que na mecanica quantica: |J;, J;| = the;jrJk
A partir disso, definiremos o espectro possivel de momento angular. Comece
com:
J? = J.J, + JyJy, + J.J, e note que [J%, Jx] = 0, pois
|Jods + Jydy + o dz, I = Jo| e, I + (e, J2) e + Tyl dy, J2] + [Ty, 2] Ty =
= J,(—ihJy,) + (—ihJy)Jy + Jyihdy + ihJyJ, =0

De forma semelhante, é possivel obter: [J*, J,] =0 e [J*, J,] = 0.

§ Consequéncia: Embora J 2 comute com todas as componentes, temos que
3 escolher uma delas para diagonaliza-la simultaneamente com J 2. As trés nao
G . Vi . ~ .
8 seria possivel, pois elas nao comutam entre si.
i
()] .
S 2 . Para definir
= J?|a,b) = ala,b)
05 & - a e b usaremos
Qoo 2 Por convencao, escolhemos J,
Qg#ow’ operadores escada
80000 JZ|a’7b> — b|a7b> Jr=Jd,E1Jy

MAPLima ol
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FI00| Momento Angular: Autovalores e Autoestados
Aula 19 ( [J-|—7 J_] — 2h€]zrelagi,o> ﬁti1J+J_ — J_J+ + Qth (*)

satisfazem as _
J+ seguintes relacoes < [J,, Jy| = thJyimportante grigem dos operadores escada

de comutacao:

L[/ 2 Jy| = 0 importante matriz de rotagao bloco-diagonal

Qual o significado fisico de J+ 7 Para descobrir, considere
J.(Jila,b)) = ([Jz, Ji]+ JiJz)\a,b> = (+hJy + J1b)|a, by = (£h+b)J+|a,b)

Ou seja, J1 sobre |a,b) fornece um outro autoket de J,, s6 que agora com

autovalor b £ h. Esta propriedade faz com que os operadores J4 sejam

£ chamados de operadores escada.
% ([N,a'] = a' = N(a|n)) = (n+ 1)(al|n))
8 [N, a] = —a — N(aln)) = (n — 1)(a|n))
i
e § Ja vimos
gggG £ o anies | [0 S(dx)] = dx'S(dx’) — x(S(dx)x)) = (' + dx')(S(dx)x))
S
Qoo .
e [z, J1] = £hJs — J.(Jx|a, b)) = (£h+b)(J|a, b)) ) 6.
a
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FIOO] Autovalores de |2 e |,
Aula 19 Apesar do J+ mudar um autoket de J, para outro com autovalor alterado em

+ h, isso ndo acontece para os autokets de J2, pois

J?Jila,b) = JyJ?|a,b) = aJi|a,b).
Isto nao significa que o ket nao mudou, apenas que continua sendo um autoket
de J? com o mesmo autovalor (o ket mudou dentro do espaco degenerado).
Assim, concluimos que os .J4|a,b) sdo autokets simultaneos de J* e .J, com

autovalores a e b £ h, respectivamente. Podemos escrever Ji|a,b) = c4|a,b+ h).

“b” sera acrescido de nh

Para os autovalores, aplique J; em |a,b) n vezes ) J
a” ficarad constante

Sera isso possivel, uma vez que J, é um pedaco de JQ?(J2 = Jz + Jj + JZQ)

Esperamos que a > b%. Para provar isso, considere

52— 2= (J+J_ J_J.) = J+JT +JLI)) (*)

3

o

b b|.J1 b) > 0.

2 Sabendo que (a|a) > 0, tome err\a ) = {a, ’JJFJ_THG’ )20 Assim,
. 8 = J|a,b) — (a,b|J;J|a,b) > 0.
95; E
O}g : (a,b|J* — JZ|a,b) = a — b* = (a, J+JT + JI LI )|ab) >0e oa> b0

Qoo

Qoo \\") A
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FIOO| Autovalores de |2 e |,

Aula 19, > b? implica em Jila, bpnax) = 0, onde by é 0 maior valor de b, que satisfaz
a desigualdade. Se nao for assim, o operador J, aplicado sobre |a, byax) cria um
ket |a, bpax + 1) com (bpax + 1)* ultrapassando a. Assim, é possivel escrever

(J? — J? — hJ.)|a, bpax) = 0 = lousa
J_Ji|a,bpax) =0 — [} como |a, byax) # 0,
(@ — b2, — bmaxh)|a, bpax) = 0
. 0 = bpax(bmax + h)
De forma similar J_|a, byin) =0 (a > b2 de novo, onde |bmin| € o limite).
(J? — J? + hJ.)|a, byin) = 0 =» lousa
JiJ_|a,bpim) =0 — U como |a, byin) # 0,
(@ — b2, + bminh)|a, bmin) =0
. @ = byin(bmin — h)
Assim, bmax (bmax + 1) = bmin (bmin — A) = b2 s + Pbmax — bmin (bmin — 1) =0

_bmin

—h 4+ bmin impossivel, pois byax € max.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

e finalmente b, .« = {

MAPLima



FIOO] Autovalores de |2 e |,

Aula 19 Do slide anterior concluimos — bypax < 0 < bax-

Esperamos que |a, byax) possa ser obtido de |a, byin) a partir de um nimero

finito de aplicacoes de J1, ou seja byax = bmin + nh. Mas como by = —bmax,
nh L
temos: bpax = 5> com n inteiro.
. . . n V) . . . . o o .
Com isso, definimos j = B (como n é inteiro, j pode ser inteiro ou semi-inteiro).

( s e ;.
o autovalor maximo de J, é jh

a = bmax (bmax + 1) = jA(hj + h) = h?5(j + 1)

E assim, concluimos -{ b=k se J € 1nteiro m € 1nteiro.
se j € semi-inteiro m é semi-inteiro.

m=—j—j+1,...j-1,j

N

“~~

\ 27 + 1 estados

, 21 o -
yo% regragfiiné(())smsl?tagéo J ’37 m> — ](] —|— 1)ﬁ ’]’ m>
‘]lea m> = mh]], m>

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Qoo para obter: coimn |CL, b> = ‘.]? m>
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FIOO|
Aula 19

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
95:
Oo
s
Ooo

Qoo
MAPLima

Elementos de matriz de J?, |, J, e ].

./7m/t] .,m = mhd.r;0,,
Dos slides anteriores temos < Y | Jz13,m) Jrg=Tmim

Gyml LTy, m) = (G, m|J? —
\ =h*(j(j+1)

2

Mas Jo|j,m) = cfp,li,m + 1) = |}, [* = (5 + 1) —m* —m

L P =120 —m)( +m+ 1)

gm

+

Se escolhermos c im

Jilg,m) = b/ (G —m)(j +m+1)|j,m +1)

positivo e real, temos:

Analogamente, podemos obter:

J_|j,m) =R/ (j+m)(j —m+1)|j,m —1)

((j',m!|J2|5,m) = §(j + 1)A%0;/jOmrm

E assim: (7', m/|Jx|j,m) = i/ (G Fm)(G £ m + 1)/ 6/ met1

— hJ.|j,m) =

—m* —m)

\\“,-
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FIOO|
Aula 19
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Qoo
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Representagoes do Operador de Rotagao
Sabendo calcular elementos de matriz de J?, J,, e Ji, estamos prontos para

: —1J.
calcular: D%?m(R) = (j,m/| exp ( ! ngo)‘jj m)
N——— h

funcoes de Wigner
—iJ.np

7 ) nao conecta

Note que tomamos 7' = j, pois o operador D(R) = exp (

j' com j, se j' # j. Isto porque [J*,Jn]=0e ..

J?D(R)|j,m) = D(R)J?|j,m) = j(j + 1)h*D(R)|j, m). Ou seja, se |j, m) é
autoket de J*, D(R)|j, m) também é e com o mesmo autovalor (se j' # j os
autokets correspondentes sao ortogonais e o elemento de matriz D(R) entre

7 e j' é zero). Concluimos, entao, que operadores de rotacao nao podem mudar

valores de j. Suas representac()es matriciais sao bloco-diagonais
J=0 > \
J=1/2 > O { :

O O O O '

J=1 > O o o

\ O O O )
RN o
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FI00| Matrizes de Rotagao: tome um dos bloquinhos
Aula 19 As matrizes de rotacao caracterizadas por j formam um grupo. Para verificar

0

1) 3 a identidade 1 = 1 — (27 4+ 1) x (25 + 1)

o

a inversa também ¢é membro do grupo

isso, note:

2
> Pl (RO (1) = S exp (<52 i) Gl exp (552 ) =

—idJ. . : J. . Y
(m’|exp (=) (D 13'm) (§'ml) exp (<=2 ) jm") = (' [jm") = Sy

J'm
. J a matriz inversa e ela pertence ao grupo.

3) 0 produto de dois membros do grupo é um membro do grupo.

g:o: O ZD mm”<R2) — Dm m”(RlRQ)
K |
-

000 4) a associativa é propriedade das matrizes. N

MAPLima
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FIOOI Representagoes do Operador de Rotagao

. J.
Aula 19 Note também que Dg/)m(R(_l)) _ <]7 m/’ exp ("‘7/ hnSO)’]’ m> —

. +iJ. N . —1dJ. o >
= (Gom[exp (—==2)] 13, m)* = Goml exp (—=5)|j.m')* = D) (R)

\ 7
-~

(alA|B) = (B|AT|a)"

Para apreciar o significado fisico da matriz de rotagao, rode o ket:

u, m) — D(R)|j, m)
D(R)|j,m) = 1D(R)|j,m Zum (j'm’|D(R)|j,m Zm, DY) (R)

Assim, Dg,)m(R)e amplitude para o estado rodado ser encontrado em |j, m’),

quando o estado original for |j,m). Que tal a rotacao definida por angulos de

Buler (e, 5,7)?

g | —il.a —iJ, B i
%Dg/)m(a,ﬁ,'y):(j,mﬂexp( A )GXP( hy )eXp( A )|J>m>:
o
8 , , —iJy, 3
g = e (—i(m'a+my))(,m'exp (— %)1j,m)
83 § (5) —1J, 8
°° 8 Isso permite definir: d,7) (8) = (j,m| exp ( v )|j, m) uma matriz bastante

yOQO h
Qoo
9 9° qtil para rodar kets. Fizemos d( /2 )(5) Siga o texto e faca dg?m(ﬁ). RN
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FIOO| Propriedades utilizadas na aula de hoje (saiba mostrar)
Aula 19 1) [Jo, J_] = 2hJ,

2) [J,, ] = £hJy
3) [J2,J+] =0
) 1
4) I =S = Sy J+ T Ty)
5) J_Jy =J* —J? — hJ,

6) JpJ_ =J* —J? +hJ,

: 7) J-ljsm) = /(G +m)(j —m+1)hlj,m —1)
%
5 ) 5 D00 )= Do
ino m%Wm R
¥ 14
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FIOO| Lousa

Lembre que p em 0 = —Tr(pln p) é uma matriz e a expressao deveria ser lida

como: Traco do produto pln p, respeitando a expansao de

o

r—1)F
ma— S (e @ = D7
S e s

k
com 0 < x < 2. Se a matriz é diagonal, a expansao vale para qualquer termo
da diagonal. E isso permite escrever:

o= — Z p]g(]iiag) In p,(iiag)
k
J_|_J_ — J_J_|_ -+ 2hJZ
slide 8 Use equacoes (*) dos slides 6 e 7
J2 - J2 — %<J+J_ ‘l‘ J_J_|_)

z

§ JoJ_=J%— J2 4 hJ,
8 para obter
2 J_J.=J2—J2—hJ,
5:. /B
5P
%Poss
Qoo
Qoo N o
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