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Adicao de Momento Angular
a) J=L+S8S
b) J =S; +Sa

Comecamos com dois exemplos {

Em ambos os casos, é preciso primeiro “expandir” o espaco de atuacao dos

operadores de momento angular. No primeiro caso, lembre que L atua no R>
(de fato duas de suas trés dimensoes espaciais) e S atua em um espago de duas
dimensoes (discreto e com apenas dois valores possiveis).

FExemplo a) Cria-se um novo espago por meio de todos os produtos possiveis

Note que no R3,L? e L, tém espectros

discretos e S tem um continuo de orientacoes.

J.no

Neste espaco, o operador que roda continua com a forma: exp ( — 1 > ),

do tipo: |x',+) = |x') ® |£) {

mas com J =L+ S, que deve ser lidocomoJ=L® g+ 1; ®S, onde
g : unidade do espaco de spin
Jix',+) =L|x") @ 1g|£) + 11 |x") ® S|£) e 1 : unidade do espaco de
momento angular orbital
Operadores que atuam em subespacos diferentes comutam. Especificamente:
L, S] = 0.

Isso permitird construir autokets simultaneos de S2,5,, L% e L.. 4
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Adicao de Momento Angular

A rotacao de kets neste espaco expandido pode ser definida por:

D(R) = D°"®(R) ® D*™(R) e ..

L.fig
h

S
) @exp (—i ;(/5)

D(R) =exp(—i

A funcao de onda de uma particula com spin é:

Py (x')
P (x')

(x|or) = 9 (x7) =

base de |x") ® |+) pode ser trocada por: |n,f,m) ® |+),
autokets de H, L?, L., S?, S, ou como veremos mais tarde, por:

In, £, s; jm) autokets de H, L?,S%, J?, e J,.
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Adicao de Momento Angular
FExemplo b) Cria-se um novo espago por meio de todos os produtos
S no
)

do tipo |£) ® |£). O operador que roda é da forma: exp (—
comS=S1R1Ng+1gX®Ss
1514, S15] = iheijiSik

e as seguintes propriedades (Vi,j = x,y,2) : { [Sai, Sa;] = ihi€; 1 Sak
(514,521 =0

" [S:m Sy] = [Slx -+ ng, Sly —+ Sgy] = ih(SlZ -+ ng) = ihSz, etc.
(S? = (Sl + Sg) — S(S + 1)h2

S, =51, + 59, =— mh

Os autovalores dos 2 2 1,1 2 _ 312
seguintes operadores sao: {517 e S2” = 5(5 +1)h* = 1h

Slz — mlﬁ

\S2Z j m2h

Vamos achar as relacoes entre eles e seus valores possiveis Y
4.\’
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FI0O0| Adicao de Momento Angular

Aula 21 O ket estado arbitrario de 2 spins pode ser expandido de duas (de novo) formas.

,
{ml y 112 }
—~

Slz 522:

H_+>7 ’+_>7 |_+>7 |__>
representacoes <
=0 sinel =)
{ s , m }(representacao singleto e tripleto)
S? S,
_ _ 0 _ _
Js=Lm=0)cls=0.m=0)

Em ambas as representacoes temos 4 kets. Como relaciona-los?

(|s =1,m = 1) = |++) (dois elétrons com spin para cima)
s=1,m=0) = %(|—I——> + |—+)) (aplique S_ = S1_ + S>_ acima)

£ tal <
g Que ta s =1,m = —1) =|——) (aplique S_ = 51_ + S2_ acima de novo)
% \ s =0,m=0) = %(H——) — |—+)) (exija ortogonalidade)
% Ex: S_|s=1,m=1)=+/(s+m)(s —m+ 1)A|s = 1,m = 0) = V2A|1,0)
Ha | 1 1.1 1 11,1 1
T4 | IERRREREARTSSS R SR IR VARS ey UESVES A
2 2 2 2 2 2772 2 Voluntario?
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FI0O0| Adicao de Momento Angular
Aula 21 congidere J; e Jo

[le', Jlj] = iheiijlk J = Jl + Jz
Sabemos que [Jgi, Jgj] = ihEiijQk — < J=J1 1 +1RJs
[le', sz] = O [Jz, Jj] = ’iﬁeiijk

A forma de somar tem inicio nas rotacoes infinitesimais que afetam ambos

os sub-espacos 1 e 2, e pode ser escrita por:
1J1.00¢ 1J2.N00 B i(J1 @1+ 1 ®Jz).0d0

(1 TR0 o o 200y g ; )

Issodefine J=J; @1 +1X®Js

Rotacoes finitas sao representadas por:
1Jq1.0 1Jo.0
Di(R) ® Di(R) =exp (— 1h gb)@exp(— 27i qb)

A regra de comutacao das componentes de J indicam que se trata de momento

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

angular e isso é fisicamente aceitavel, uma vez que J gera rotacoes do sistema
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FIO0| Teoria Formal de Adicao de Momento Angular
Aula 21 4, que aprendemos até aqui continua valendo, inclusive as propriedades
de J, e J_. Como escolha de bases temos duas opcoes:
(T3 |j172; mima) = ji(j1 + 12 |j1j2; mama)
A) Base de autokets | J3 |7172; mima) = ja(jo + 1)h*|j1j2; mima)
de T35 Tizvlos ) Ty |Gy jos mama) = mahi|j1ja; myme)

(S22 |7172; mima) = mah|jij2; mima)

(J2|g1g2; 5m) = j1(G1 + )R |jrga; jm)
J3|j1d2; jm) = ja2(j2 + 1)h*|jrj2; jm)
J?|jrge; gm) = j(J + 1)R*|jrj2; jm)

L J2[J1d2; Jm) = mh|jij2; jm)

B) Base de autokets )
de J2,73,J°%,J,

: J2. 0] 40
§ Note, entretanto, que embora [J?, J,] = 0, temos | ) =] 7
% [J 7<]2z] # 0
8
e . J?=Jf 4+ J5 +2J1.J0, + JipJa + Ji-Jas
o 8 Para ver isso, use
03, e (12, J+] = £hJ14+
990, 2 L o - .
%Poss Isto implica em J“ nao poder ser adicionado entre os operadores do
Qoo
80 2% tipo A e Ji, ou Jz, nao poderem ser colocados entre os do tipo B. W #
¥ 0
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FI0O0| Teoria Formal de Adicao de Momento Angular
Aula 21

Considere uma transformacao unitaria que liga as duas bases

71725 gm) = L1725 ym) = Z 7152; mama) (J1j2; mamaljije; jm)

mi11mo ~
N——
Nao somamos Coeficientes de
em ji1 € j2. Clebsch-Gordan
Porque?

Propriedades importantes dos Clebsch-Gordan (j1j2; mimaljijo; jm)

e 0s coeficientes sao nulos, a menos que m = mq + ms.

Para provar isso, observe que (J, — J1, — Jo,)|j1j2; 7m) = 0 e que
isso implica em (j1j2; mima|(J, — J1. — J2z)|j1j2;im) =0

e ... (m—my —mo){j1jo; mima|j1je; jm) = 0. Para que o coeficiente

seja diferente de zero, é preciso que m = mq + ms.

e 0s coeficientes sao nulos, a menos que [j; — jo| < j < j1 + Jjo

Neste primeiro momento, mostramos apenas que a dimensao do sub-
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o?%o» espago descrito por {|j1j2;mims)} é igual a do sub-espaco {|j172;im)}
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FI0O0| Teoria Formal de Adicao de Momento Angular
Aula 21 A dimensao Ny de {|j1j2;mime)} é (251 + 1)(2j2 + 1).

A dimensao N> de {|j1j2;jm)}, no referido intervalo, é

J1+72 J1t72
Ny = Z (25 + 1). Considere j; > jo = Ny = Z (27 +1) =
j=1j1—Jjz| J=01=72
=5 (201 +72) + 14201 = j2) +1) (j1 + 52 — (1 — ja) + 1) =

"

termo médio numero de termos

o > (jidas mamalgijo; Jm) (j1jas mymb|j1ja; M) = Gy Omyme

jm

E simples provar se considerarmos (j1jo;mimb|jijo; jm) =

§” = (J1j2; jmljrje; myms)™ = (jije; jm|j1jz; mims) (por convencio)
% . Z Sjl]é; m1m2\j1j2;jm2§j1j2; m1m2!j1j2;j/mlz = 0;j* Omm/
s -~ ~
833 g m = 1mi + mo m’=m1+m2 som=m
Oo%%g? £ Para 4" = j é direto, pois temos Z [(j1j2; mima|j1ie; jm)|* = 1
8%% L2 =§@=,‘-'

-/ . , . . . .
Para mostrar que se j° # 7 da zero, basta inverter o primeiro termo. %u® | 8
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FI0O0| Teoria Formal de Adicao de Momento Angular
Aula 21

Alguns autores tém outras notacoes para estes coeficientes
1) (jimijamaljijeim)

2) C(j1j27; mimam)

3) Cjyj» (Jm; mima)

4) 3 — j“symbol” de Wigner

(J1j2; mama|jijz; jm) = (1) 2) +1( mi me —m )
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FIO0| Coeficientes de Clebsch-Gordan: Férmulas de Recorréncia
Aula 2] pixe J1,J2 € 7 : os coeficientes com diferentes m e mo estao relacionados entre

si por relacoes de recorréncia. Comece por:

Jiljige; gm) = (Jix + Jax) Y |jrge; mimb) (jrja; mimb|jrga; jm)

/ /
m1m2

VETmM)G Em+1)|jije;jm £ 1) =

= > (/U F m) (G + 1) i £ o)+

/ /
m1m2

+ \/(Jé F mb)(jo £ mb + 1)|j1j2; mymb £ 1) }(j1j2; mimb| j1j2; jm)

Multiplique pela esquerda por (j1j2; mims]

VG Fm)(G £ m+ 1) {G1j2; mimaljije; jm £ 1) =
=3 {\/(jl Fm))(j1 £ m) + 1)(J1j2; mima|jije; my £ 1mg)+

/ /
m1m2

+ \/ (j2 F mb)(jo £ mb + 1)(j1j2; mima|jijo; miméb £ 1) }(j1ja; mimb|jijz; jm)

8:0: G Z {\/ (U1 Fm) (G £ miy 4 1)0my g £10mmy +
B,

Qoo
MAPLima

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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FIO0| Coeficientes de Clebsch-Gordan: Formulas de Recorréncia
Aula 21

Repetindo a ultima equacao do slide anterior, temos

VG Tm)(G £m+ 1) (jijo; mims|jije; jm £ 1) =

- Z {\/(]1 + m/1)<jl + mll + 1)5m1,m’1:t16m2m’2+

/ /
mim,

+ \/(]2 + ml2)(]2 T m/2 + 1)5m1m’15m2,m’2:|:1}<j1j2; mllm/2‘]1]27]m> -

= V(1 Tmi+ D1 £ (my 1) + 1) Grga;my F 1, malj1j2; jm)+
+ /(G2 F (ma F 1)) (2 £ (ma F 1) + 1){j172; m1, mo F 1]j172; jm)

Desta forma gera-se a seguinte férmula de recorréncia:

VG Fm)(G £m + 1) (jija; mima|jije; jm £ 1) =

§ =/ (1 Fma + 1)(j1 £ma)(jrjei ma F 1, maljrje; jm)+
8+ (ja Fma + 1)) (2 £+ ma)(jrja; ma, ma F 1jrgz; jm)
g
%
2. G g Note que os trés coeficientes de Clebsch-Gordon indicam que nesta
%%% P £ féormula de recorréncia: my +my = m =+ 1
Qoo
Qo0 RN
¥ 11
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FIOO0| Usando as Férmulas de Recorréncia
Aula 21 A férmula de recorréncia:

VG Tm)(G £m 4+ 1) rje; mimsal|jije; jm £1) =
= /(1 Fmi1 + 1)(j1 &= m1){Jrje; ma F 1, ma|jije; jm)+
+ v/ (jo Fma + 1)) (Jo & ma){j1ja; m1, mo F 1|j1jo; jm)

pode ser representada graficamente no plano: (mq,mo)

(m1 —1,mz) (m1,m2) (m1,m2 +1)
J4
™mo ma
3
(.8? my ma
2z (m1,mp — 1) (m1,m2) (my +1,my)
()
e , ~ . . . . .~
4 g As férmulas de recorréncia definidas acima, juntamente com condigoes de
[+ 154 =
v} . ~ . . .
°°%G £ normalizacao, quase determinam unicamente todos os coeficientes de

m Qo0
&§°°° Clebsch-Gordon. Quase porque certos sinais tém que ser especiﬁcadOS\“')’ o

MAPLima POT convencao. “a¥ 12
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FIOO| Usando as Formulas de Recorréencia

Aula 21
( A= (ml, meo + 1)
1) Tome na figura ¢ B = (mq, ms2)

X = 1
como gerar coeficientes? < (m1 +1,ma)
2) Escolha A tal que my = j;

3) Use J_ para gerar B

| 4) Note que X é proibido, pois m; seria maior que j;
(m1>m2 -+ 1) (m1 — 1,m2) (mlamZ)
D A’

my B X _>m1 B’
(mq,ma) (m1 + 1,m2)

uto de Fisica Gleb Wataghin
N

a (m1,mg — 1)
835(’ 8 Depois, redefina A" = A e B’ = B no gréfico de J,. e gere D. Repita com

Q
o&ggi;o novos triangulos (com dois vértices conhecidos) e ache todos os m1,ms €

e m's para 71, jo e 7 fixos e,
MAPLima ’ =¥ 13




FIOO| Lousa
Aula 2|

De fato, L? e L, atuam em um espaco {|¢,m,)} de dimensdo infinita,
com ¢ =0,1,...00e my = —4£,...,+L.
e O operador L também pode ser orientado de forma continua em R>.

e Eistranho “mundo” do momento angular. Vimos, de um modo geral, que se

J?|7 = (7 4+ 1)h?|j ' =0,1/2.1,3/2...
[Ji, Jj] = iheijedi = |].’m> j(jj.L Pl m), omy = ,/ 13/
JZ’]7m>:mh’]7m>7 com — 7 §m§‘|‘]

E se vc medisse J.n, uma componente de J ao longo da direcao n, o que
encontraria? mh, com — j < m < +j. A projecao de J em qualquer direcao
tem o mesmo espectro! Para o momento angular, o espaco esta quantizado.

° De fato, nossa tarefa vai ser encontrar, a partir do espaco {|¢, s, mg, ms)}
de autokets de L?,L,,S* e S,, um espaco equivalente {|¢,s,j,m)} de autokets
de L?,5%,J% e J, com J = L + S. Existe um grupo de autovalores (j e m) de

J?> = j(j + 1)h* e J, — mh que cumprem essa tarefa.

° De fato, nossa tarefa vai ser encontrar, a partir do espaco de autokets

{|s1, 82, ms1,Ms2)} de S7,51.,55 €S5,, um espaco equivalente {|s1,s2,5,m)}

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Ocoy’ooo, de autokets de Sy, S5, J° eJ, com J = S;+4S2. Novamente, existe um grupo

Qo0
99°  de valores de j e m que cumprem essa tarefa. N Y
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FIOO| Lousa 2, J0.]
Aula 21 e Sabemos que [J?,.J,] = 0, vamos calcular {[sz N

7J22]

J2=J¢+ J5 4 2J1.J0 + JipJoo + Ji-Jay
Para ver isso, usaremos < [J1.,J+] = [J12, J1+ + Joix| = [J12, J14] = £hJ 1+
[Joz, J1] = [Joz, it + Jox] = [J2z, Jox] = £hJog

(J2, Ji,)=[J7 + J5 + 2J1zJ25+J1+J2— + Ji_Joy, Ji =Sy Jo +J1_Joq, J1.]

\

comutam com Ji,
Assim, temos
(T2, T =Ty, Jiz)Joe + [T, JislJer = —Jip Jae + Ji—Jog # 0
De forma semelhante, podemos obter
(T2, Jo.)=Jog, Jo i + [Jor, Jo)Jiy = —Joy Ji + Ja_Jiy #0

§ Nenhum deles é zero, embora a soma seja!

o)

_§ e De fato, a unidade, exige a soma completa

i

AR . . AT T
o° §|]1]27]m> = 1[j1je;Jm) = Z |J1J2; mam2)(j1J2; mimal|j1je; jm), mas
%5 2 : .
)

o/ .
J2F 2 Zm® 15
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