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Atomos e mecanica quantica
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Uso de métodos de aproximacao é inevitavel
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Hamiltoniana e funcao de onda tentativa

Suponha agora que temos um atomo com N elétrons, que
interagem entre si e com o niicleo, de carga Z. A Hamiltoniana
correspondente (em unidades atomicas) é:
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O método de Hartree-Fock comega com uma fungao de onda
tentativa dada por um determinante de Slater normalizado:



O funcional de energia

A energia do sistema é dada por:
Ey = (V|H|P)

Como calcular valores esperados do tipo (¥|A|¥) se |¥) é dado
por um determinante de Slater?
Regras de Slater-Condon

» Operadores de particula tinica
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» Operadores de duas particulas
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O funcional de energia

Juntando tudo, a energia do sistema é dada por:

N
(U|H|W) = Z (Gill|di) +5 Z (Dijlhaldit;) — (d0ilhaldid;)]
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(U|H, | W) = Zhn+ Z i — Kij)

Para ver Regras de Slater-Condon:

» Modern Quantum Chemistry - Attila Szabo, Neil. S.
Ostlund - Secao 2.3 : Operators and Matrix Elements

» Ideas of Quantum Chemistry - Lucjan Piela - Apéndice M



Caso particular: camadas fechadas

Um caso particular de grande interesse é o de camadas fechadas,
quando temos N elétrons dispostos em N/2 camadas de modo
que em cada camada h& um elétron com spin para cima e um
elétron com spin para baixo. Nesse caso, a func¢ao tentativa é:

o1 (x1) (1) d1(x1)B(1) ... dny2(x1)B(1)
1 $1(x2)(2)  é1(x2)B(2) ... ony2(x2)B(2)
61 (ew) a(N) 1 (en) BN .. b (xae) B(N)
e a energia pode ser escrita como:

N/2 N/2
EO = Z 2haa + Z (2Jab - Kab)
a ab



O caminho para as equacoes de Hartree-Fock

Queremos minimizar o funcional da energia:

. N 1 . .
(WH|) = (dilha|di)+5 D _[(didslhaldics) —(d56ilha| 6i635)]
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Vamos usar o método variacional com as fung¢des de particula
tnica como "paradmetros variacionais":

Ok — b+ 00k = S(U|H|T) =0

Queremos que as fungoes de particula tnica permanecam
ortogonais e normalizadas durante todo o processo, (¢;|¢;) = d;;.
Garantimos isso usando multiplicadores de Lagrange:

SF =6 | (U] H,|W) ZAU ({di | ¢5) =di5)| =0



Operadores de particula tnica

Temos N? multiplicadores de Lagrange, que podem ser
dispostos em uma matriz quadrada A, de elementos \;;. Pode-se
mostrar que essa matriz é hermitiana:

Primeiro, vejamos como os operadores de particula tnica
mudam com uma variacao em um dos orbitais ¢y:

(¥ Zhl = (6¢nlhn|dr) + (Srlhnlddr) =

= (0nlh1ldr) + (6l haldr)®
Foi usado que:

(W|Alg) = (¢|AT|y)*



A variagdo do termo de duas particulas é mais complicada, mas
analoga:

5w Zm )W) =55 Z{ il haldios) —(didilhaldid;)} =
2#3

= %Z{<¢z5¢k|h2|¢z¢k> + <¢Z¢k’ﬁ2|¢15¢k>
—(0ndilha|didr) — (Drdilho|diddn)}
4% Z{<5¢k¢j|ﬁ2|¢k¢j> + (prdj|haldro;)
J

—(;00%|ha|drd;) — (b;dnlha|ddnd;)}



Essa expressao pode ser simplificada fazendo uso da seguinte
identidade:

(frfolAlfafs) = (f2/1| Al fafs)

Aplicando essa identidade nos termos da somatoria em j,
obtemos os mesmos termos da somatoéria em i, exceto pelos
indices. Como eles sao arbitrarios e independentes, podemos
somar, fazendo desaparecer o fator 1/2 e simplificando a
expressao para:

505 wa (&, 75)| W) = Z{ 3166k ha|didn) + (didrlha|bidon)
Z#J

— (013l ha|didr) — (Drudilho|diddn)}



Usando que ho é hermitiano, em analogia ao que foi feito para
h1 no caso de particula tnica, obtemos:

5@% D ha(#,7)|W) = [($i00k|haldick) + ($i6k | hal dig)”
it i

—(0nilha|$in) — (Ondilhaldicr)"]
A variagdo dos multiplicadores de Lagrange é feita da mesma
maneira. No fim, juntando tudo:

OF = (01 b1 |dr) + (|t |r)*
+ > [(¢i0¢n|haldidn) + (Gidn|haldicr)”
—(0prpilha|dion) — (0drpilha|dion)*]

- Z[)\ik<5¢k | i) + Aus (06 | 6:)] =0



E importante lembrar que os termos que compoem JF sao todos
integrais das fungoes de onda de particula tinica. Por exemplo:

(5uil sl i) = / / SOL(T0) 7 (E2) a1, o) 4(T1 )2 A i

Por razoes de conveniéncia, é comum realizar a derivada
funcional em relacao a ¢, ao invés de ¢y.
Derivada funcional:

Wkw = /dxl 55;?5?)77(%)’ 5f(z) = en(x)

Como estamos considerando variagoes apenas com respeito a

0¢;., podemos de cara ignorar os termos com d¢y no ket, e é

possivel mostrar que avaliar fﬁ equivale a eliminar d¢; dos bras
k

na equagao (1) e também a integral sobre seu argumento.



Entao:

non(@) + Y / 07 (2) ol (22) b (1)) d

~ [ srtahalontE)onEldi) - 5 (7

E comum escrever essa equa(;éo na forma:

hy + Z (ji - Kz)] o = Z/\kﬂbi

O operador J corresponde & interacao classica de duas
distribuicoes eletronicas dadas por |¢]? e x|

O operador K nao possui analogo classico, e é um resultado da
propriedade de antissimetria da funcao de onda para férmions.



Operador de Fock e equacoes de Hartree-Fock
A equacao do slide anterior pode ser reescrita como:
N
Fé=> s,
=1

onde fica definido o operador de Fock:
F:}AM—FZ(L‘—KZ‘)

Podemos escolher um conjunto de multiplicadores de Lagrange
tal que A\g; = Opi€r, de modo que:

For, = exy

Esse é um conjunto de equagoes de autovalores para o operador
de Fock, uma para cada k. Essas sao as equagoes de
Hartree-Fock.
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