Fl002 Métodos de aproximacao
Aula 0l O fato é que poucos problemas podem ser resolvidos exatamente. Isto vale

para a Mecanica Classica e para a Mecanica Quantica. E preciso desenvolver
a arte de aproximar, sem perder o foco da realidade experimental (temos que
aprender a controlar erros de aproximacao para prever e reproduzir os dados

experimentais). Hoje, temos computadores para ajudar nesta tarefa.

Teoria de Perturbacao independente do tempo: caso nao-degenerado

Comecamos definindo: H = Hy + V onde, se V = 0, o problema tem solucao

Ho|n©@) = B |n©)
conhecida, isto é:
onde {|n()} e {E,SF’)} resultam da solugao desta equagao.

O objetivo é achar uma solucao aproximada para
(Hop +V)|n) = E,|n) onde V é definido como sendo a perturbacao do sistema.

De um modo geral, V' nao é o potencial completo e sim um pedaco dele.

Exemplo: atomo de hidrogénio em um campo elétrico (ou magnético) externo
p2 2
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C§° 900 Hy=-— — — com V = ao potencial devido & interacao com E ou B % A
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F1002 Meétodos de aproximagao

Aula Ol
Costuma-se resolver: (Hg + AV)|n) = E,|n) onde A é um parametro real,
continuo, tal que:
e )\ ajuda a controlar o “ntimero” de vezes que a perturbacao entra na conta
e )\ pode ser visto como um parametro variando entre 0 e 1
d A =0 — corresponde a Hamiltoniana sem perturbacao
ORee A =1 — corresponde ao problema que queremos resolver
e no final tomaremos A =1
e em situacoes fisicas, onde vale a teoria de perturbacao, esperamos ver
uma transicao suave de |n(9) para |n) e de E\®) para E, quando X é ligado de
€ ( para 1.
g
5
8 O método consiste na expansao dos autovalores de energia e dos autokets
> % de energia em poténcias de X. Se o método for de interesse prdtico, boas
%é?;)og aproximacoes podem ser obtidas com 1 ou 2 termos da expansao.
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FIO02  Sistema de dois niveis: um bom comeco (pois tem solucdo exata)
Aula Ol

Primeiro obteremos a solucao exata geral, depois faremos uma expansao em A
desta solucao e finalmente, compararemos com a solucao obtida pela teoria de
perturbacao.

Suponha H = 1H1 = 1 Hyll + \1V1 = Z |n<0)> (n(O)\Holn’(O))m’(O)H

n,n’

A O OV @y (O] E©8,,

Vale também incorpora-los ao H, H, |n(0)> — E7(%0) |TL(O)
Sem perda de generalidade, suponha Vi1 = V55 = 0 e escreva, lousa
H = E{"19)10] + B |20) 20| + AV15[10) 20| + AV [20) (1)

B A,
AVa, B

que na representacao matricial fica < > De novo, sem

perda de generalidade, ajuste a fase de [2(?)) com respeito & [1(7)), de tal

forma a fazer Vio e Va1 reais. Isso é possivel, pois Vi3 = V5 (Hermiteano).

Ajusta um, e o outro
automaticamente é

&)
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OCO& 955 xercicio: Diagonalize esta matriz e obtenha: ajustado.
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Sistema de dois niveis: a solucao exata

EA E%O) + Eéo) (E%O) — Eéo))2 5 ) Verifique para A =0
E, | T 2 ° 1 AV

1 2
Suponha A\|[Vio| << \(Ef)) — Eéo))]. Podemos usar v1+¢e=1+ €~ S

8
( _ (0) A Vig|?
E1 — El _|_ (Eio)_EéO)) —|_ oo
(0) _ 1+(0)
, EO_E
e obter ¢ converge s6 se |Via| < £ 5 |
0) A2 | Via)?
E, = EY 4 + o
\ 2 E-BY)

Obteremos estas féormulas por teoria de perturbacao daqui a pouco. Voces

poderiam ficar com a impressao que a a teoria de perturbacao sempre funciona

para uma perturbacao suficientemente fraca. Infelizmente, esse nao é sempre

o caso. Para ilustrar considere uma particula em um potencial de caixa fraco

% de profundidade Vj (V=-Vwp/ —a<z<a,V=0p/|z|>a). Este problema

2ma?
72

Ficamos tentados a interpretar isso como um resultado de teoria de

)|AV|?, A > 0 p/ atracdo.

g admite um estado ligado de energia F = —(

perturbacao de 2a. ordem, onde Hj representa uma particula livre e V'

d§°°° a caixa rasa. Bobagem: quando trocamos o sinal de A, o resultado continua

MAPLima
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negativo (no caso real nao ha estado ligado para barreira rasa). :.\v 4
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FI002 Desenvolvimento formal da expansao da perturbagao
Aula Ol Para comecar, suponha conhecida a solucio de Holn(0)> = ET(LO) ]n(0)>.

Sabemos que Z nOY (O =1 ou seja, {|n(?)} é um conjunto completo.

Espectro nao-degenerado
Queremos (Hy + AV)|n)x = EXMn)y, onde o indice A é um lembrete. Quando
A cresce a partir de zero, esperamos que Ef,bo) — F,,. E uma boa idéia definir
A, =F, — Eflo) e . E,=A, + Eﬁlo) que substituindo na equacao acima da:
(Ho + A\V)|n) = (A, + EOn) — (B9 — Hy)|n) = (A\V — A,)|n). Ficamos
tentados a inverter (E\®) — Hy) p/ (E®) — Hy)~!. Isto precisa ser feito com
cuidado, pois se o operador encontrar [n(?), temos (E) — Hy)~n(?) - .

Isso seria evitado se (A\V — A,,)|n) néo tivesse uma componente |n(?)). Serd

gque tem? Para verificar, tome (n(Y|AV — A,)|n) = (n(O1H — Hy — A,)|n) =

2 = (nO|E, — EY — Ay)n) = (A, — Ay)ln) = 0 (a inversio é permitida).
i % Para explicitar a inversao, considere ¢,, = 1 — ]n(0)><n(0)] = Z \k(0)>(k(0)\
35:( Pz =
o&%é%; Conclui-se que o operador inverso E(o)l ° ¢ bem definido (se ET(LO)_”dO-

: & — Ho S o

MAPLima degenerado) quando multiplicado pela direita por ¢, isto é: :‘: 5
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Desenvolvimento formal da expansio da perturbagio

= 5 1R (kO]
E<o> ]; B — g

Note que: (AV — Ap)|n) = LAV — A,)|n) = (\n(0)><n(o)\ + ¢n ) (AV — Ay)|n) =
= ¢ (AV — A, )|n). Com isso a inversao direta da nossa equagao nos leva a:
A, =0
n) = [n(®))

O ¢,, elimina o zero do denominador

? 1
|n> T quo) _ HO
Se colocarmos A =0 e A, = 0 na equacio acima |n) = 0 e no |n(?)). Falta algo!

(B — Ho)ln) = ¢u(\V — A,)|n)

O (AV — A,)|n). Serd que estd certo? Tome A =0 {

Antes de inverter, considere:

(B — Ho)([n) — CN)[n®)) = ¢, (AV — A,)|n)

colocamos um zero

1
Assim sendo, temos |n) — C(\)|n(?) = 0 dn(AV — A,)|n) ou
Eyn’ — Hy
1
n) = C(\)|n) + 0 On(AV — A, )|n) que tem as condigoes desejadas
Eyn’ — Hy
para A = 0, desde que )1\1m C(\) =1, ou seja lim |n) = |n(9).
—0 A—0
R
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F1002 Desenvolvimento formal da expansao da perturbagao
Aula Ol
1

O Ho

Note que de |[n) = C(\)|n?) + O (AV — Ay)|n) temos

(1) = O @ OO) + 5 E(o)
1 0

Ou seja, C(\) = (n(9|n). Por conveniéncia, faremos (n(¥|n) = C(\) =1

e nao (nn) = 1,VA.

n' V) (KO AV — Ap)n)

pois, qualquer das formas em seguida

E comum escrevermos

e — o,
1 1 1 7 ’7e .
0) Pn = ¢n 0) = ¢n 0) ¢n, € valida. Assim, temos
b — Ho En" — Hy by’ — Hy
% ) = nO) + P (A — Ay )
- E,’ — H,
G
gg O% (n®n) =1
~ Das expressoes = A, = )\<n(0)]V]n>
d§°°° (nO|AV = Ap)|n) =0
Qoo T
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FI002 Desenvolvimento formal da expansao da perturbagao
Aula 01 As duas equagcoes dos retangulos do slide anterior representam a chave

da questao. Nossa estratégia serd expandir |n) e A, em poténcias de A
e empatar coeficientes. Isto é justificavel, pois as duas equacoes devem
ser respeitadas para VA (com 0 < \ < 1).
n) = @) + AnMW) + A2 |n@) + ..
Comece por escrever Note o que acontece para A =0

A, =AW £ A2A@

Substituindo as expansoes de |n) e A, em A, = A(n'?|V|n), temos:

AAD £ X2AR) L A3AG) = XV n@) + X2 OV [nM)+

+ 23OV n®) +
: (O = A = (nOV|n®)
3 O(N?) = AP = (nO]V ™)
8
£ .. comparacao direta fornece 1 O(\°) = A = (nOV[n)
o3: (RS ; 5 z
%%%O Z N (N) (0) (N—1)
C?(?S%’o LOAY) = Ap = (0™ |V]n )
99°%! pura calcular AWN) ¢ preciso conhecer |n) de ordem (N —1). §“’é q
0N

MAPLima e



FI002 Lousa

Aula 01 Slide 3
Suponha H = 1H1 = 1Holl + N1V = Z in(© <0)|H /) (0] 4
4 A Z (O (RO |n/(0)) (/)] E96, 0,
Ho|n®y = E©O)],0))
Suponha V71 #£ 0 e Vay # 0 e escreva
H = BV 1) 1O 4+ B 1200 (20)] 4 AVio[19) 2] 4+ AV [2) (10|
+ AV 1OV O] 4 AVa0 (20 (200)] =
= (5" + W) 1O) 1O + (" + AVar) 2 (2] + AVi2 1) 2O+
. AR
§ . . E§O) + AV AVig
g que na representagao matricial fica (0) :
% )\‘/21 E2 + )\VQQ
o % Se redefinirmos Efo) + AV — E%O) e Eéo) + AVay — Eéo), calmos no caso
gi O% anterior.
&§Oo°
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