FIO02  Teoria de Perturbagio independente do tempo: caso degenerado

Aula 03 I (0)
M) —0 E, = En
Até aqui Se degenerado, |n) vai para qual dos {\n§0)>}?
limy_ |n) = [n(9)
Uma maneira de descrever kets degenerados em energia é tomar A, tal que

[A, Hyg] = 0 (se necessario for, tome também B, C, etc.) até que exista um

unico ket para cada conjunto de ntimeros (Eq(lo), a;,bj, co ete.).

~~

simbolizados por k(0
Para facilitar, suponha que baste A para quebrar a degenerescéncia. Agora,

se [H, A] # 0 por que [V, A] # 0, os autokets de H, em ordem zero, nao serao

autokets de A. Ao ligar A os kets do espaco degenerado, {]ngo)>}, misturariam

€ entre si e ao desligé-lo, o ket perturbado nao iria de forma suave para um deles

: oy |
8 ¢ sim para uma mistura deles. Além disso, a expressao nk teria uma
o (0) _ 1n(0)
g Ey E,
i

5 93 =i : . Vo 7.0

%%% 8 singularidade, pois

335, EY - B =0 -
> g,

MAPLima Precisamos mudar o método para acomodar esta situacao =¥ 1
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FIO02  Teoria de Perturbagdo independente do tempo: caso degenerado
Aula 03 As singularidades ficam evidentes nas expressoes do caso nao-degenerado,

Vnk:vk:n

_ 2 3

Ap=AVon + A7) E(O) o T O(\?)
k#n k

n) = |n®) +)\Z (O) k0 + O(\?)

caso incluissemos na soma em k os estados do sub-espaco degenerado, com

o0 mesmo autovalor E,(IO), mas com Vi, # 0. Para resolver isso, escolheremos

uma base de kets do sub-espaco de degenerescéncia de ordem g (chamaremos

este sub-espaco de D), tal que Vi, = 0 p/ k # n com [k?) € D. lousa
O novo formalismo

Degenerescéncia ¢ significa que existem g autokets de Hy com a mesma energia
Eg)), nao-perturbada. Suponha que com auxilio de A possamos definir um sub-
conjunto de kets de forma unica, pelo par (Eg)), a;). Chamaremos estes kets de
{{m®)}. Quando ligamos V, suponha que a degenerescéncia é removida (cada

autovalor corresponde & um unico autoket). Chamaremos estes kets de [¢(%)).
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%)
d’gooo Note que quando A — 0 = |£) — |0 podem ser diferentes de |m )
Qoo \\“, A
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FIO02  Teoria de Perturbacdo independente do tempo: caso degenerado
Aula 03 qualquer maneira {[£(9)} e {|m(®)} estdo ligados (descrevem o mesmo
sub-espaco D), por [((0)) = Z 1m O (m(0)] (),
meD

((1) tome a equacdo bésica: (Eq(lo) — Hy)|n) = AV — A,)|n)
(2) aplique para o autovalor degenerado Eg)), isto é:
(B — Ho)lt) = (AV — Ay)|0)

10y = [6O)) + AJeD)y + ..

Ap =AM 1 2AP 4

(a) ordem A(® : 0 =0
(4) { (b) ordem A : (B — Hy)[e®) = (v — Al ey =
= (V= A1) Zep Im©yml )@

(5) multiplique esta ultima equagao por (m/ (O)\(bra que € D7)

(3) Substitua e obtenha

A proposta é: <

§ | eobtenha ) Vm,m<m(0)’g(0)> — Aé1)<m/(0)’g(0)> ouea
% Este resultado na forma matricial fica:
a L—é Vii Vig ... <1(0)|€(0)> <1(0)’€(0)>
%J%%O% Vor Voo o .. (201 | _ Aél) (2(0)|¢(0))
o5, \ -
Uma equacao de autovalor de V em D. é}l’\’é 3
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FIO02  Teoria de Perturbagio independente do tempo: caso degenerado
Aula 03

Algumas consideracoes:

e Para resolver a equacao matricial, tome Det(V — Aél)]l) = 0; ache os
autovalores, substitua-os de volta e ache (m(9]¢(®)) para cada .

e Feito isso, teremos a correcao de primeira ordem nas energias, Aél), e de
ordem zero nos autokets, os [¢/(9).

e No limite de A — 0, |¢) vai para [¢*)) (uma combinacio dos |[m(?) de D).

e Se o sub-espaco D fosse o espaco inteiro, teriamos resolvido o problema
exatamente ao diagonalizar V' (estariamos diagonalizando H no espacgo todo).

e A presenca de kets fora de D sé aparece em termos de 2% ordem em energia

e 1% ordem nos vetores.

§“ e A expressao Aél) = (O V¢ quando V é diagonal em D, é igual a do
% caso nao-degenerado (n(® |V |n(0)).
5
> 33 O e Como tratar ordens superiores?
Qoo B
0oy,
035
Qoo W A
a¥Y 4

MAPLima e



FIO02  Teoria de Perturbacdo independente do tempo: caso degenerado
Aula 03  Estratégia do Sakurai& Napolitano

Defina Py como um projetor do sub-espaco D = {|m ")}, isto é

Py = Z im @Y (m(®|. Defina P, = 1 — Py um projetor sobre o

meD
restante dos kets. A equagao de Schrédinger que define |¢) é dada por:
0= (E — Hy— AV)|¢) e pode ser re-escrita, com auxilio de 1 = Py + Py
na seguinte forma: 0 = (K — Hy — AV)(Py + P1)|¢). Se usarmos que
Hy|m©®) = Eg))|m(0)>, m € D, temos que:

0= (E—EYW —AV)Py|0) + (E — Hy — A\V)P1|¢)
Projetando esta equacao em Fy e em P, respectivamente, encontramos
(E— EW) — AP)V)Py|0) — APV P |0) =0
dois conjuntos de equacoes: lousa

—)\P1VP0|€> + (E — Hy — )\P1V>P1’€> =0

A segunda equacao pode ser invertida, por nao ter singularidades (auto-

valores de Hy em P; sao distintos de £ ~ Ep. Isto é:
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02,
535
02
o535 Py = P A PV Rt} v A
i 11£) = P 1V Fo NS
MAPLima E—=Ho = ARV o




FI002
Aula 03
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Teoria de Perturbacao independente do tempo: caso degenerado
A insercéo da expansdo em A, [€) = [£(0) + X |¢D)Y + | na equacio na caixa
verde do slide anterior nos leva ao termo de primeira ordem:

!k(O)Wke
Pyjett)) = Z 0 0
5 B — B

Insercao da equacao da caixa verde, na equacao da caixa azul do slide anterior

(E—-EY —AP)VP, — NP,V P, PV P)Pylt) =0

nos leva a:

E—Hy— AV

E-EY =Ap=2a0 4+ 2282 4
insercao das expansoes

[0) = [0 + AL ey +

resulta em (primeira ordem): (Ag) — PyVP)(Po|'9)) = 0 que é exatamente a
equacao matricial que obtivemos no slide 3. Para obtermos ordens superiores, a
equacao da caixa roxa pode ser re-escrita (simplificando o denominador que,

com AV e Ap fornece termos de terceira ordem em \), temos:

(E—EY —AP)VP, — NP,V P, PV P)Pylt) =0

EY — H,
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FI002

Teoria de Perturbacao independente do tempo: caso degenerado

Aula 03 A insercao usual da expansao de |f) e Ap na equagdo na caixa azul do slide

o

Oj{g?

Qoo
MAPLima
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anterior nos leva a:

PV Py)Py([€9) + X[e)) = 0

AAY £ X2AD APV P, - NPV P, ®
Ep’ — H,
D 0

e Em primeira ordem em A, temos 0 = 0, pois ()\AS) — APV Py) Pyt = 0

e EEm segunda ordem em A, temos:

1
(AD) = PV Py PoltM)) = (PyV Pr—5 PV Py)By|0(©) —
EY — H,

AR 1)

. 1,0 : :
se escolhermos o auto-estado |¢;) (que seria \EE )> em ordem zero e teria energia

Ep + v; em primeira ordem), podemos re-escrever a equacao acima da seguinte

PV PRy — AR |1

forma: j(v; — POVPO)PO‘£§1)> = (RV P (0)
E5" — Hy

Se multiplicarmos pela esquerda por (/;| encontramos zero na esquerda, o que

g indica que o ket da direita nao tem componente 109, Se a degenerescéncia foi
completamente quebrada com a diagonalizacao de V, a auséncia de [£)) permite

inverter a equacao. Cuidado! Retire a componente i antes de inverter

/
1 0 2) (0
—5p (VP PV PP |6") = A1) e
¥ | 7
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FIO02  Teoria de Perturbagio independente do tempo: caso degenerado
Aula 03

Para entender o cuidado a ser tomado, copiamos abaixo a equacao do slide
1

anterior: Pyl(;") = - —p o (VP 50 g, PV ) Roltl”) — AR 1)),
( Como V ¢é diagonal em D, a presenca
Z |€(0) (0)‘ Ny de Py a(? redor de V garar.lte que. a matriz
py V; inversa ¢ a apenas a matriz dos inversos dos
| elementos da diagonal

Ou ainda, se definirmos Py = Z ]€§0>><€§0>\ a operagao de inversao fica:

JFu
1 g 1 5 _p_ 1 7 oy 1 0
____P, =P, P =P———P = | ¢
(vi — PBoVB) ") i —PoVFy) " (V) ;’3 [ —uj< |
PoPy = P

Assim, finalmente, temos:

©
1y, ~— Dol6;7) (0) | 711.(0)
Polt;7y =)  ——— 3 ({G7IVIE?)

o
OO
955 (’ j#i ' ) kgD

d’§000 (note que o termo que contém A( ) desapareceu — (E(O)\€(0)> =0, p/ i #j)
N
4.\' 8

MAPLima
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FIO02  Teoria de Perturbagio independente do tempo: caso degenerado

Aula 03 equacao da caixa azul do slide 5, podemos escrever:
(OB = EY — ARV)Pylt) — ARV Py |0)) =
Adotando que (E,EO) |¢) =1, como no caso nao-degenerado e lembrando que
Ap =F — Eg)), temos: Ap = A(KZ(-O)]VPQW + )\<£7(;0)|VP1M> = )‘<£7(;0)|V‘£>

E-EBY =Ap =20 +22A0 4
/) = ,g(O)> + >\(1)|g(1)> +

AY = (11 P68y + (68| v Py 61y = v; (conforme vimos).

insercao das expansoes {

fornece
A = (O Py ey 4 (10 \v Py ey

Para obter Ag) use resultados de slides anteriores, isto é que

1 0 0 (0)

: PIY) = Sy 5t Sagn VKO by (6O V1)

O (1) N—_——

8167 = - . @)y g 11170y _ o5 4

c nao contribui para Ay’ — (€7 |V 027 =0(1 # j
P ° 0) D ¢ J
95 (’ E P, \€§1)> Zng ]fo) >V'§§) Este resultado pode ser obtido com
Qoo j ES —E;

= eq. da caixa azul slide 7. Mostre!

CfP B > 0 kO Vee,
3’000 e obtenha que AR = Z(@ )‘V(E(O) E(O)) - Z £ E(O)
MAPLima kgD kgD =D~ Tk L‘.:ZM,



FI002

Teoria de Perturbacao independente do tempo: aplicagoes

Aula 03 Efeito Stark Linear

o

03

5 O
&§Oo°

Instituto de FisicaGl ebWataghm

Obtemos este efeito com um campo elétrico homogéneo sobre o nivel 2 do atomo

de hidrogénio. Desconsiderando spin, o nivel 2 é quadridegenerado, isto é

{23—>€0,m0 e? 1 1e?
n=2:

ambos com energia E2 = YY) b—
2p—>€:17m:_17071 2&02 8@0

Se o autovalor é quadridegenerado, V' sera 4 x 4, isto é:
2s  2po 2p1 2pa

2s 0*  Visg 0" 0%
2p0 V21 0* 0** (**

%M1 0% 0** 0** 0
*(p|z]p) = 0, pois, (r|e) tem paridade bem definida.
“*(n;fm|z|n'; 'm'y = 0 se m # m'. Lembre também que V31 = V5.
ssim, sobrou s6: Vis = (2s]2[2pg) = (2po|z|2s)™ = V5.
azendo as contas, obtemos (2s|z|2pg) = (2po|z|2s) = 3eag|E|. A teoria

ordem 1 em energia A;) = +3eap |E|

P

de perturbacao, fornece:

Qo0 ordem 0 em ket |+) = %(\23> + [2po)) Ay A

¥ 10
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F1002 Teoria de Perturbacao : Efeito Stark Linear
Aula 03

e Note que o a&tomo ganhou um momento de dipolo elétrico permanente, isto é
p= /x’p(x’)d%’ £ 0, pois p = [(x'|£)|? e (x'|£) ndo tem paridade bem

definida.

e E se olhassemos para o atomo de H verdadeiro? 2s seria degenerado com 2p?

Nao, de fato a interacao spin-érbita quebra esta degenerescéncia. Veremos

— 2p3/2

que o espectro é do tipo _
— 251 /92p1 /2 (Lamb Shift remove esta)

Continua correto aplicar o formalismo de niveis degenerados? Sim, se a

£ distancia entre os niveis for pequena comparada com a quebra de
§ degenerescéencia causada pelo campo elétrico. Se nao for, use o formalismo
8 -
@ nao degenerado.
v
()
o é
gggo £ Um exercicio sobre o caso degenerado: voluntario!?
Joo £
& Qoo
Qoo
Qoo g\"’g A

% 11
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FIOO2 ..., Lousa

Aula03 , .. \n§0)> € D, com Ho\n§0)> = E7(10)‘nz(_0)>7 entao qualquer combinacao de

\n§0)>, isto é, Z ci]n§0)> também é autoket de Hy com autovalor E), pois

€D
Ho Y cilnd”) = 3" ciHoln!”) = 3" e BQ V) = B Y eifn”)
i3 €D i€D i€D i€D
iae
e ordem AV : (B — Ho)ltW) = (v — AF) 3 (m @) (m®)]e©)
meD

Multiplique esta tltima equacao por (m' (0)|(bra que € D')e obtenha
0 0 0 1
(m" (B = Ho) (V) = (m"V|(V = AFY) 37 [m @) m @14

meD
" O\(BR = BR®) = 3 (m NV = A7) m @) m @ [¢)
c meD
2 0= O WmO)mO @) — 3 (" VAL ) (m @))€
'g meD meD
% Z Vi (m 0 [000)) = Aé”{m’(o) £ a linha m’ da relacdo matricial
5. /mlE ™
33 ( P Vi Vie .\ [ (1050 (10)]¢00)
035 Var Vas .. O©) | _ A0 | (200
G S : ‘ ; A, A
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FIOO2 ... Lousa

Aula 03
Sabendo que Py é um projetor do sub-espaco D={|m'?)}, Py= Z MmO (m0)],
meD

e que P; = 1 — Py um projetor sobre o espaco complementar, como ler as duas
(@) (E—EY — AP,V)Po|t) — AP,V Py|€) =0

equacoes do slide 5:
(b) —)\P1VPO’€> + (E — Hy — )\P1V)P1’€> =0

Questoes relevantes
(1) Quantas equagoes tem (a)? dimensao de D.

(2) Quantas equagoes tem (b)? dimensao do espaco menos a dimensao de D
(chamaremos de dimensao complementar).

Qual a dimensao de (E — E; (0) — APyV)Py? dimensao de D
Qual a dimensao de (£ — Hy — AP, V)P;? dimensao complementar de D.

w

W~
N— e N NS

5
6

Inverter esses operadores é inverter matrizes.

Inverter esses operadores em bases que diagonalizam esses operadores é

N N N N
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3 O
039 inverter os autovalores na diagonal.
Qoo
éo 5 S
¥ 13

MAPLima



