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Teoria de Perturbação dependente do tempo: potencial constante 

Vimos na aula passada que para transições onde En = Ei, |cn(t)|2 =
|Vni|2t2

~2 ,

ou seja, a probabilidade de haver mudança é quadrática em t (isso vai mudar

se En tiver largura!). Para �E = 0, apresentamos dois exemplos desta situação.

• Espalhamento elástico por um potencial V

onde:

8
><

>:

antes: eiki.r

depois: eikf .r

com |ki| = |kf |

• De-excitação de He, duplamente ocupado no ńıvel 2s(notação: 2s2)

������k1 cont́ınuo

um elétron “sobe” para energia mais alta. Absorve �E1

2s2 ������
um elétron “cai” para energia mais baixa. Liberta �E1

������ 1s1

Um ganha �E1 e outro perde �E1. Para o sistema isto é �E = 0.
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t grande 

Nestes exemplos, estamos interessados em probabilidades totais, isto é,

probabilidades de transição somadas sobre estados finais com En ⇡ Ei.

Escrevemos isso na seguinte forma:
X

n,En=Ei

|c(1)n |2. É costume definir a

densidade de estados finais pelo número de estados dentro do intervalo de

energia (E,E + dE), por ⇢(E)dE. E com isso substituir:
X

n,En=Ei

|c(1)n |2

por:

Z
dEn⇢(En)|c(1)n |2 = 4

Z
sin2 [

(En � Ei)t

2~ ]
|Vni|2

|En � Ei|2
⇢(En)dEn

Quando t ! 1, é posśıvel mostrar que

lim
t!1

1

⇡t|En � Ei|2
sin2 [

(En � Ei)t

2~ ] =
1

2~�(En � Ei), pois uma das diversas

formas de escrever a função delta é �(x) = lim
↵!1

1

⇡

sin2 ↵x

↵x2
.

Nestas condições (t ! muito grande), podemos realizar a integral

lim
t!1

Z
dEn⇢(En)|c(1)n |2 = 4⇡t

Z
dEn⇢(En)|Vni|2 sin2 [

(En � Ei)t

2~ ]
1

⇡t|En � Ei|2| {z }
1

2~�(En � Ei)

0 se x≠0 
 
∞ se x=0 

Num. oscila 
Den. explode 

Aplique em x 
l’Hôpital 

lousa 

lousa 

Teoria de Perturbação dependente do tempo: potencial constante 
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Finalmente, temos

lim
t!1

Z
dEn⇢(En)|c(1)n |2 =

2⇡t

~

Z
dEn⇢(En)|Vni|2�(En � Ei) =

=
2⇡t

~ |Vni|2⇢(En)
��
En=Ei

O valor médio de |Vni|2 é necessário, pois pressupomos um quase

cont́ınuo de estados com autovalores ao redor de En. Nem sempre

os Vni são iguais para |ni0s diferentes, mesmo tendo o mesmo En.

Dáı a média. Observe também que esta quantidade é linear em t.

Isto é consequência do que vimos nas figuras que o pico de f(!)

vai com t2 e a largura com 1/t.

Taxa de transição total, definida por
d

dt

�X

n

|c(1)n |2
�
⌘ wi![n]

Em primeira ordem, temos wi![n] =
2⇡

~ |Vni|2⇢(En)
��
En=Ei

) esta

é a chamada Regra de Ouro de Fermi.

As vezes a escrevemos como wi![n] =
2⇡

~ |Vni|2�(En � Ei) onde

fica subentendido que é preciso integrar em

Z
dEn⇢(En).

Teoria de Perturbação dependente do tempo: potencial constante 

lousa 
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Chamaremos de 1º. termo e 2º. termo 

<latexit sha1_base64="YeXngBlef2oqEbh6ZzEZTirHrb8="></latexit>

Vamos agora olhar o termo de segunda ordem para o mesmo potencial

perturbativo constante.

Aula passada

8
>>>>>><

>>>>>>:

c(0)n = �ni

c(1)n = � i
~
R t
0 ei!nit

0
Vni(t0)dt0,

c(2)n =
��i

~
�2 P

m

R t
0 dt0

R t0

0 dt00ei!nmt0Vnm(t0)ei!mit
00
Vmi(t00)

Podemos escrever c(2)n =
��i

~
�2 X

m

VnmVmi

Z t

0
dt0ei!nmt0

Z t0

0
dt00ei!mit

00
=

=
��i

~
�2 X

m

VnmVmi

Z t

0
dt0ei!nmt0

8
:ei!mit

00

i!mi

9
;t0

0
=

=
��i

~
�2 X

m

VnmVmi

i!mi

Z t

0
dt0ei!nmt0

8
:ei!mit

0
� 1

9
;

=
��i

~
�2�~

i

�X

m

VnmVmi

Em � Ei

Z t

0
dt0ei!nmt0

8
:ei!mit

0
� 1

9
;

= � i

~
X

m

VnmVmi

Ei � Em

Z t

0
dt0

8
:ei!nit

0
� ei!nmt0

9
;

Teoria de Perturbação dependente do tempo: potencial constante 
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O primeiro termo tem a mesma dependência que encontramos em c(1)n e o

segundo termo pode ser desprezado (o resultado não crescerá linearmente

com t), pois depende de !nm, o que faz a exponencial oscilar muito, e isso

contribui destrutivamente na integração. Assim, conseguimos escrever:

wi![n] =
2⇡

~ |Vni +

X

m

VnmVmi

Ei � Em
|2⇢(En)

��
En=Ei

Perturbação Harmônica

V (t) = Vei!t
+ V†e�i!t

com V = V(x,p,S, etc.)! V†
pode ser 6= V

Do slide 13 (aula 8), temos c(1)n (t)=� i

~

Z t

0
hn|VI |iidt0=� i

~

Z t

0
ei!nit

0
Vni(t

0
)dt0=

= � i

~

Z t

0

8
:Vnie

i!t0
+ V†

nie
�i!t0

9
;ei!nit

0
dt0 = � i

~

Z t

0
Vnie

i(!ni+!)t0dt0+

� i

~

Z t

0
V†
nie

i(!ni�!)t0dt0 = � i

~

8
:Vni

ei(!ni+!)t0

i(!ni + !)

��t
0
+ V†

ni

ei(!ni�!)t0

i(!ni � !)

��t
0

9
; =

= �1

~

8
:ei(!ni+!)t � 1

!ni + !
Vni +

ei(!ni�!)t � 1

!ni � !
V†
ni

9
; com V†

ni =
�
V†�

ni

lousa 

lousa 

Teoria de Perturbação dependente do tempo: potencial constante 
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Perturbação Harmônica 

Estamos fazendo a conta de novo, mas se observamos o que fizemos para o

potencial constante, basta seguir os mesmos passos, trocando !ni ) !ni ± !,

pois

8
>><

>>:

Perturbação constante: c(1)n = � i
~
R t
t0
ei!nitVnidt0

Perturbação Harmônica: c(1)n = � i
~
R t
t0

8
:Vniei!t0 + V†

nie
�i!t0

9
;ei!nit

0
dt0

Assim, quando t ! 1, |c(1)n |2 seria apreciável se

8
><

>:

!ni + ! ⇡ 0 ! En = Ei � ~!

!ni � ! ⇡ 0 ! En = Ei + ~!
observação: quando o primeiro é importante o segundo não é! e vice-versa.

caso 1
8
:Vnie

i!t0
9
;

8
><

>:

Ei

�~!
En

caso 2
8
:V†

nie
�i!t0

9
;

8
><

>:

En

+~!
Ei

emissão estimulada absorção

Regra de Ouro de Fermi

8
><

>:

wi![n] =
2⇡
~ |Vni|2⇢(En)

��
En=Ei�~! ! emissão

wi![n] =
2⇡
~ |V†

ni|2⇢(En)
��
En=Ei+~! ! absorção
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Perturbação Harmônica 
<latexit sha1_base64="jL1bXjfg8FDJFOQvK5pEr5i+D2M="></latexit>

Ou simplesmente wi![n] =
2⇡

~ �(En � Ei ± ~!)

8
><

>:

|Vni|2

|V†
ni|2

) onde é necessário

entender que esta expressão deve ser integrada com

Z
dEn⇢(En)

Note que Vni = hn|V|ii = hi|V†|ni⇤ =
�
V†
in

�⇤
e ) |Vni| = |V†

in|. Isto permite

escrever

8
><

>:

wi![n] =
2⇡
~ |Vni|2⇢(En)

��
En=Ei�~! ! emissão

troque n por i na absorção e obtenha

wn![i] =
2⇡
~ |Vni|2⇢(Ei)

��
Ei=En+~! ! absorção

e ao dividir uma pela outra, obter
wi![n]

⇢(En)
��
En=Ei�~!

=
wn![i]

⇢(Ei)
��
Ei=En+~!

taxa de emissão de i ! [n]

densidade de estados finais [n]
=

taxa de absorção de n ! [i]

densidade de estados finais [i]

Relação conhecida por balanceamento detalhado
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A Hamiltoniana Clássica de um campo de radiação clássico interagindo com

um elétron preso à um potencial é dada por: H =
1

2me

�
p� eA

c

�2
+ e�

e pode ser expandida em H =
p2

2me
� e

2mec

�
p.A+A.p

�
+
�e
c

�2
A2

+ e�

Para casos onde r.A = 0 e o termo em A2
puder ser desprezado, temos:

H =
p2

2me
+ e�� e

mec
A.p

Especificamente trabalharemos com A = 2A0✏̂ cos
�!
c
n̂.x� !t

�
, com as

definições

8
>>>>>><

>>>>>>:

✏̂ direção de polarização

n̂ direção de propagação

e ✏̂.n̂ = 0

Mostre que r.A = 0

Lembrando que

cos
�!
c
n̂.x� !t

�
=

e
i(!

c n̂.x)�i!t
+ e

�i(!
c n̂.x)+i!t

2
podemos escrever � e

mec
A.p

Aplicações: Campo de Radiação Clássico 

faça a conta 
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Aplicações: Campo de Radiação Clássico 

Assim, � e

mec
A.p = � e

mec
A0

8
: ei(

!
c n̂.x)�i!t

| {z }+ e�i(!
c n̂.x)+i!t

| {z }
9
;✏̂.p

absorção emissão

ou seja

8
>><

>>:

V†
ni = � eA0

mec

8
:ei

!
c n̂.x✏̂.p

9
;

ni
=) absorção

Vni = � eA0
mec

8
:e�i!

c n̂.x✏̂.p
9
;

ni
=) emissão

Faremos a absorção com algum detalhe. Primeiramente, vamos calcular os

campos elétrico e magnético associados ao A = 2A0✏̂ cos
�!
c
n̂.x� !t

�
.

E é direto, E = �1

c

@

@t
A = 2A0

�!
c

�
✏̂ sin (

!

c
n̂.x� !t) ) Emax = 2A0

�!
c

�

B é um pouco mais elaborado, B = r⇥A, onde aplicaremos a regra

da cadeia: r⇥ ( a) = r ⇥ a+  r⇥ a para obter:

B =
8
:r[2A0 cos

�!
c
n̂.x� !t

�
]
9
;⇥ ✏̂+ [2A0 cos

�!
c
n̂.x� !t

�
]r⇥ ✏̂| {z }

0

e assim, temos B = �2A0
!

c
sin

�!
c
n̂.x� !t

�
n̂⇥ ✏̂ ou

B = 2A0

�!
c

�
sin

�!
c
n̂.x� !t

�
✏̂⇥ n̂ ) Bmax = 2A0

�!
c

�
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U =
1

2

�E2
max

8⇡
+

B2
max

8⇡

�
=

1

2

�
4A2

0
!2

c2
+ 4A2

0
!2

c2
� 1

8⇡
=

1

2⇡

!2

c2
A2

0

Para absorção, temos V†
ni = � eA0

mec

8
:ei

!
c n̂.x✏̂.p

9
;

ni
e podemos escrever:

wi!n =
2⇡

~ |V†
ni|

2�(En � Ei � ~!) = 2⇡

~
e2A2

0

m2
ec

2

��hn|ei!
c n̂.x✏̂.p|ii

��2�(En � Ei � ~!)

O significado da função � é o de sempre, se o estado final é cont́ınuo: integre

com ⇢(En). Se |ni é discreto, como ele não pode ser o estado fundamental (pois

En > Ei) sua energia não é infinitamente fina. Pode ocorrer um alargamento

natural devido ao tempo de vida finito do estado (pode também haver um

alargamento natural devido à colisões). Nestas condições:

�(! � !ni) = lim
�!0

�

2⇡

1

(! � !ni)
2 + �2/4

Se definirmos uma seção de choque de absorção por:

�abs =
(Energia/Unidade de tempo) absorvida por 1 átomo (i ! n)

fluxo de energia do campo de radiação

Aplicações: Campo de Radiação Clássico 
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Aplicações: Campo de Radiação Clássico 

Para calcular o fluxo de energia por unidade de área, pense em ⇢v, em fluidos.

Como sabemos a densidade de energia U, o fluxo é dado por Uc =
1

2⇡

!2

c
A2

0.

Desta forma, considerando que a energia do fóton é ~! e que sabemos calcular

a taxa de transição, temos:

�abs =
~! 2⇡

~
e2A2

0
m2

ec
2

��hn|ei!
c n̂.x✏̂.p|ii

��2�(En � Ei � ~!)
1
2⇡

!2

c A2
0

ou, simplificando

�abs =
4⇡2~
m2

e!

� e2

~c
���hn|ei!

c n̂.x✏̂.p|ii
��2�(En � Ei � ~!)

Mostre que �abs tem unidade de área. Aula que vem, utilizaremos esta

expressão para estudar a chamada aproximação de dipolo elétrico.

faça a conta 
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<latexit sha1_base64="hEgaR3uMIt7zYlAVu3POyXa/WYc="></latexit>

• Aplique l’Hôpital em x ! 0 em f(↵, x) =
1

⇡

sin
2 ↵x

↵x2
. Como numerador

e denominador vão a zero, a regra diz lim
x!0

f(↵, x) =
1

⇡

d
dx sin

2 ↵x
d
dx↵x

2
. Assim,

derivando em cima e em baixo com respeito à x, temos:

lim
x!0

f(↵, x) =
1

⇡

↵2 sin↵x cos↵x

2↵x
=

↵

⇡

sin 2↵x

2↵x
⇡ ↵

⇡

2↵x

2↵x
=

↵

⇡
= 1 se ↵ = 1

• Quando t ! 1, temos (tome x =
En � Ei

2~ )

lim
t!1

1

⇡t|En�Ei|2
sin

2
[
(En�Ei)t

2~ ]=
1

(2~)2 lim
t!1

1

⇡

sin
2 tx

tx2
=

�(x)

(2~)2 =
�(En�Ei

2~ )

(2~)2 =

=
1

2~�(En � Ei).

• V (t) =

8
><

>:

0 se t < 0

V se t � 0

) c(1)n =� i

~Vni

Z t

0
ei!nit

0
dt0=�2ie

i!nit
2 Vni

~!ni
sin

!nit

2

• Troque !ni por !ni ± !

lousa slide 2 

slide 5 

fizemos essa conta 
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0,0 

0,5 

1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

!1/w^2!

4sin^2(wt/2)!

produto:f(w)!

0,0 

2,0 

4,0 

6,0 

8,0 

10,0 

12,0 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

!1/w^2!

4sin^2(wt/2)!

produto:f(w)!

0,0 

5,0 

10,0 

15,0 

20,0 

25,0 

30,0 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

!1/w^2!

4sin^2(wt/2)!

produto:f(w)!

0,0 

20,0 

40,0 

60,0 

80,0 

100,0 

120,0 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

!1/w^2!

4sin^2(wt/2)!

produto:f(w)!

<latexit sha1_base64="5baNQdYWN636JajF2Vbfvbjrrzk="></latexit>

f(!) =
4

~2!2
sin2

!t

2

<latexit sha1_base64="OEyTkaAuJQCvAENH4G6tGZ7NFVk="></latexit>~ = 1; t = 1;

�! =
2⇡

t
= 6, 3

<latexit sha1_base64="Pjb9Puwr/FWD0s1JXKfjHaaZV3Y="></latexit>~ = 1; t = 9;

�! =
2⇡

t
= 0, 7

<latexit sha1_base64="TpWkdO5QNDuQbkfGYsf5MmIEByE="></latexit>~ = 1; t = 3;

�! =
2⇡

t
= 2, 1

<latexit sha1_base64="IFISxHu0J/PLwTBFsoStSC6AFC8="></latexit>~ = 1; t = 5;

�! =
2⇡

t
= 1, 3

<latexit sha1_base64="tAsb3MXkyea43u+AxooHUfMx2Do=">AAACG3icbVDLSgMxFM34rPVVdekmWJQKUmZKUZcFNy4r2Ad0asmkmTY0mQzJHaUM/Q83/oobF4q4Elz4N6aPhbYeCBzOuZebc4JYcAOu++0sLa+srq1nNrKbW9s7u7m9/bpRiaasRpVQuhkQwwSPWA04CNaMNSMyEKwRDK7GfuOeacNVdAvDmLUl6UU85JSAlTq50knWF1x2Ul9J1iPY17zXB6K1esDuKCxM5VPsx1rFoDDclTq5vFt0J8CLxJuRPJqh2sl9+l1FE8kioIIY0/LcGNop0cCpYKOsnxgWEzogPdayNCKSmXY6yTbCx1bp4lBp+yLAE/X3RkqkMUMZ2ElJoG/mvbH4n9dKILxspzyKE2ARnR4KE4HHIW1RuMs1oyCGlhCquf0rpn2iCQVbZ9aW4M1HXiT1UtE7L5ZvyvnK2ayODDpER6iAPHSBKugaVVENUfSIntErenOenBfn3fmYji45s50D9AfO1w/CcqCR</latexit>

lim
!!0

f(!) / t2

<latexit sha1_base64="tAsb3MXkyea43u+AxooHUfMx2Do=">AAACG3icbVDLSgMxFM34rPVVdekmWJQKUmZKUZcFNy4r2Ad0asmkmTY0mQzJHaUM/Q83/oobF4q4Elz4N6aPhbYeCBzOuZebc4JYcAOu++0sLa+srq1nNrKbW9s7u7m9/bpRiaasRpVQuhkQwwSPWA04CNaMNSMyEKwRDK7GfuOeacNVdAvDmLUl6UU85JSAlTq50knWF1x2Ul9J1iPY17zXB6K1esDuKCxM5VPsx1rFoDDclTq5vFt0J8CLxJuRPJqh2sl9+l1FE8kioIIY0/LcGNop0cCpYKOsnxgWEzogPdayNCKSmXY6yTbCx1bp4lBp+yLAE/X3RkqkMUMZ2ElJoG/mvbH4n9dKILxspzyKE2ARnR4KE4HHIW1RuMs1oyCGlhCquf0rpn2iCQVbZ9aW4M1HXiT1UtE7L5ZvyvnK2ayODDpER6iAPHSBKugaVVENUfSIntErenOenBfn3fmYji45s50D9AfO1w/CcqCR</latexit>

lim
!!0

f(!) / t2
<latexit sha1_base64="tAsb3MXkyea43u+AxooHUfMx2Do=">AAACG3icbVDLSgMxFM34rPVVdekmWJQKUmZKUZcFNy4r2Ad0asmkmTY0mQzJHaUM/Q83/oobF4q4Elz4N6aPhbYeCBzOuZebc4JYcAOu++0sLa+srq1nNrKbW9s7u7m9/bpRiaasRpVQuhkQwwSPWA04CNaMNSMyEKwRDK7GfuOeacNVdAvDmLUl6UU85JSAlTq50knWF1x2Ul9J1iPY17zXB6K1esDuKCxM5VPsx1rFoDDclTq5vFt0J8CLxJuRPJqh2sl9+l1FE8kioIIY0/LcGNop0cCpYKOsnxgWEzogPdayNCKSmXY6yTbCx1bp4lBp+yLAE/X3RkqkMUMZ2ElJoG/mvbH4n9dKILxspzyKE2ARnR4KE4HHIW1RuMs1oyCGlhCquf0rpn2iCQVbZ9aW4M1HXiT1UtE7L5ZvyvnK2ayODDpER6iAPHSBKugaVVENUfSIntErenOenBfn3fmYji45s50D9AfO1w/CcqCR</latexit>

lim
!!0

f(!) / t2
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lim
!!0

f(!) / t2

<latexit sha1_base64="X7wut//bhw2E1idmJVvt21X86Ao="></latexit>Z
f(!)dw / t

(
largura / 1/t ! relevância entre � 2⇡

t  !  2⇡
t .

O pico da curva f(w) é proporcional à t2.
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