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Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Teoria de Espalhamento

Para estudar o problema de espalhamento de uma particula por um potencial,
obteremos a forma integral da Equacao de Schrodinger, conhecida por Equacao

de Lippmann-Schwinger. Para tanto, comece definindo:

Hy = % — ¢ a Hamiltoniana da particula livre
H = Hy+V, onde
V — é o potencial espalhador.

Conhecemos as solucoes na auséncia de V'

ik’ ¢!

9) = [K) = (k) = S e (KK) = 6(K" — K)
Hol¢) = Elo)

27,12 . . .
E = h;jn — note degenerescéncia infinita

Quando V' # 0, queremos a solugao de (Ho + V)|¥) = E |U)

mesma energia
Usaremos estratégia ja utilizada em teoria de perturbacao de inverter (E — Hy)
e obter uma equagao para |¥) que tenha a condi¢ao de contorno embutida
nela. Para tanto, primeiro escrevemos:
(E — Hp)|¥) = V|¥) que quando invertida fornece |¥) = E_;HOV\\I!) .
e £

Como na teoria de perturbacao, falta algo, poisse V =0= |¥) = 0. =¥
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F1002 Teoria de Espalhamento

Aula 11 Aptes de inverter, precisamos “somar” a solucao da particula livre em |U),
isto é (E — Hy)(|¥) — |¢)) = V|W¥). Isso vale, pois |¢) é solucao de

1
(E — Hp)|¢) = 0. Com isso, a inversao fornece |V) = |¢p) + ﬁw\m
— Lo

Agora, quando V = 0, temos |¥) = |¢) e isso pode ser entendido como

a condicao de contorno do problema: na auséncia de V' a particula é livre
e é descrita por uma onda plana com momento linear p’ = hk'.

Ainda temos um problema: como a energia E é a mesma, com e sem
potencial, temos um infinito devido ao zero no denominador. Para ser
removido, é preciso utilizar estratégia semelhante a que usamos em teoria
de perturbagao dependente do tempo (onde obtivemos i€, com e real,

somado ao denominador). Feito isso, a equagao de Lippmann-Schwinger fica:

% :
0 ) = + Vv
g W) = 19) + V1Y)
5 $
93 E . : :
%%% 8 Veremos, em seguida, que a presenca de €, além de remover o infinito,
d’§8°o°o permitira definir as condicoes assimptoticas adequadas do problema de
Qoo RO

espalhamento. S
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F1002 Teoria de Espalhamento
Aula 11

Na representacao das coordenadas a equacao de Lippmann-Schwinger fica:
ik’ .x’

() = (x10) + [ /(x| ) (X V19).com (1) = () =

3 P4 /
ezk .X

O livro texto usa a normalizacao da caixa (aresta L) e define (x'|k’) = 7372

h? 1
Nossa tarefa nesta aula é obter G4 (x,x’) = 5 (x| I A 1x"), que pode
m — I €

ser re-escrito com auxﬂio do operador unidade, como:

1
31./ 3 1.1 / / " 1"
G4 (x,x) /d k /d k' (x|k") (k' L j:ze‘k )(k"'|x"). Usando que

1 1 Sk — K"
| = gy = 2 KD
E — Hy +ic E— BEZ 4 je E— Ik 4 e

72 BB ik’ (x—x") K22
¢ . Se usarmos E =

2m ) (2m)3 B — B2 4 e 2m

esCreveinos:

(K’

e k' = q, temos:

Gi(x,x') =

1 et (x—x")
Gi(x,x') = PE /d 473 “FLic onde € foi redefinido. Para fazer esta

95
35(Y
65§ integral, escolhemos x — x’ na direcio Z e tomamos d>q = ¢2 sin 8dfdpdy.
Ooo
3o R
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F1002 Teoria de Espalhamento

Aula 11
E assim: G ! d 27Tcl df sin 6 el eor?
assim: X, X' )=
im: G+(x,x’) (%3/ qq/ 90/ sin —
27 / —d(cos ) — / (cosB)
1
1 o° q2 1 . /
Gi(x,x d d¢ et (x=x)[¢
+(%,x) = 4772/0 qk2—q2:|:7j€ /_1 ce
= — dq — -
472 J, k? —q? £ie iq|(x —x)|'~1
]. ]_ > q . / . /
_ d iql(x—x")| _ ,—ig|(x—x")|
47T2i](x—x’)\/0 qk2—q2iie£€ f )
2 O integrando é par em ¢, pois: impar em q e impar em q
& o0 —+ oo
%e assim podemos trocar a / por % / e com isso obter:
; 1 1 : oo
i q . R o !
8 G.(x,x) = — d +iq|(x—x")| _ ,—ig|(x—x")|
e + (%, %) 87r2i\(x—x’)\/_oo qq2—k22Fz'e(e c )
33 ( P ——

d§83’o mudel de ordem

i Estamos prontos para integracao no plano complexo. Note os polos. \\""
4.\
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/F\'OIOZﬂ Teoria de Espalhamento
=g Os polos do integrando sdo definidos por ¢° — k% Fie = 0 = ¢° = k% & ie ou

melhor ¢ = £1/k2 & ie = £k, /1 & z% — +(k+i¢'). Onde ¢ = % Note

+k + i€ - {—i—kie’
eo —iea

€’ —k + i€

que o + € original corresponde a { L
—k — i€

Os pontos negros na figura abaixo representam os polos no caso + i€

Im(q)

| . Re(q)
—k — i€ +k + i€
A integral eT#lG—X)I = tile(@)|x—=x] o=Im(@)|x=x)| qeve ser fechada por

cima, pois a exponencial com I'm(q) garante contribuigao zero e isso permite

fechar o circuito e obter a mesma integral que antes. Argumento semelhante

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
" I
%;%%’O sugere que e~ lx—xX)| = o—iRe(@)|(x=x")| o+Im(@)Ix=x)| Jove ser fechada por

355
éO 92 baixo. — q2 — fornece integrando zero para Re(q) = +o0. R\
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F1002 Teoria de Espalhamento
Aula 11 +oo Im(q)

o sinal + € para lembmr que estamos analisando o caso + i€ omgznal.

+0o0
Glxxy =+ 1 / dg—— L (erialCe)] _ gl —
’ 8m2il(x —x')| J_oo ¢ — k2 —ie

—1 1 q al(x—x q —iq|(x—x'
d +iq|(x—x")] _j[ d iql(x X)|]
872 i|(x — x')| (]il qqz—k2—i€€ Cs qq2—k2—z’ee
Im(q)

' Re(q)
&goc:o | \\ /
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Teoria de Espalhamento

Para aplicar o Teorema de Cauchy (calculo IV): ) dz = 2mif(z),
2 — Z;

onde z; é um polo no plano complexo e a integracao fechada (que circula z;)

corre no sentido anti-horario do circuito, precisamos fazer uma modificacao na

expressao de G.

1 1 1 1 1

Usaremos ue = = —|— _— ) — ara escrever
TP =R " (—k)a+h <q—k q+k)2q P

1 1 C_[ . /
G A d +ig|(x—x")]
+(x,x7) 8m2i|(x — x')| Jg, qq2—k2—iee +
L 1 dg— L —ialx—x)| _

/

1 1 . etial(x—x")] . etial(x—x)|
T 16n2 4| (x — x')| []i*l 1 q—Fk +]{C1 4 q+k ]—I_

\ . 7 \ . 7

contribus nao contribut
1 1 el (x—x")| el (x—x')|
n . ( 7{ d + ]{ d ]
1672 1| (x —x)| \ Jg, 1 q—k Co 4 q+k
nao contribui contribus
a¥
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Aula 11

Assim, G (uma fungao de Green) para o caso -+ ie (original) fica:
| ikl (x—x")
A7 |(x — x')|

Se repetissemos todo o procedimento para — 7€, obteriamos

G (x, X/) -

—ikl(x—x'
1 e Rl faca a conta

) = )

o — € para lembrar que € o caso — ie€.

Assim, a equacao de Lippman—Schwinger pode ser escrita por:

1 6:I:zk:|(x x")]|

RAES < 3 (4)
() = (xjo) — g [ dal e VI )

§\ e (X'|VIx") =V(x)6® (x' —x' ) (potencial local), temos:
3
O . ’
e w) = fxjo) — 2 [t LT Dy o )
o S A7 |(x — x')|
95 o
33 (Ps
d§8°0°0 Serd que esta equacao fornece a condi¢cao assimptotica adequada? W
e
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F1002 Amplitude de Espalhamento

Suponha um observador longe do alvo. Como é a funcao de onda la, em x7
.

Aula 11

k

a regiao verde é a regiao onde V(x') # 0. Note que a equacao de Lippman-

1 €:|:ik|(x—x’)|

Sehwinger  (x|¥) = (xlo) — G [ @’ T e V()

nos ensina que s6 esta regiao interessa na integracao. Se o observador estiver

longe o suficiente, temos |x| >> |x’| e podemos expandir |x — x| da seguinte

/ 2 .4 x!\ 2
forma |[x — x'| = /(x — x') :\/X2—2X.X’—|—X’ = 1—2X.(—)—|—(—)

X X

6:I:'él<:|(x—x’) |~ e:l:ik:aceqiik:fc.x’

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

32,
03% R X,
085§8%,0 ~ (1 - X(;)) Usaremos
Qo0 . Ix — x| =%z (no denominador) W
¥
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F1002 Amplitude de Espalhamento
Aula 11 Definindo k' = k% a equacio de Lippman-Schwinger fica (caso +)

1./ /
—k’.x

(" [ o oV ) 94

om e—i—ikx

h2 Anx

(x| OH)) = (xlg) —

e—l—ik.x 2'm e—l—ikx —ik’.x’

T @n)32 R? 4z (27T)3/2/d3 /( )3/2V(X’)<X/|‘If(+)> B

1 (ke 2 6—|—7jkx —zk’ !
B (27)3/2 \6+ - 2 47T:C /d?’m/ 27)3/2 Vix ,)<X/|\Ij(+)>]

tkx
_ ([ +tik.x et (_ 47T m 3,../ / Ny (H) )]
(o) ¢ + — 7 d’x @n)2 V(x")(x'|wiT))

1 6—|—ikx

_ ( +1k.x /
- (2m)3/2 (¢ + /(I k)

47°m e
da’ K|V [
2 CORE e KV %)
mudanca de notacao para lembrar que a particula chega com momento hK.
Note que (k'| é o bra do ket |k’) = |¢x/) (onda plana na direcao k', que

“leva” a particula até o observador). A matematica nos trouxe até aqui.

/ /
e—zk .

] com

3 P4 /
—k’.x 47’(’ m

fK' k) = — V(x)(x'[e) =

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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dj§8°o°o Qual o significado fisico de f(k',k)? R
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QOutras formas de escrever a Amplitude de Espalhamento

Antes é importante notar que a amplitude de espalhamento pode ser escrita
de outras formas. Para ver isso, considere a equacao de Lippmann-Schwinger

na sua forma geral

UFy = k) + GBIV | )

ver slide 2

Multiplique a equagao para \\Ilﬂ_)> por V e tome o adjunto Hermiteano
Vi)' = (Vi +veOvie)
(O = (k|V + (e[ vaHy
K[V = (0,|(V = VGOV

Isto permite re-escrever a amplitude

47Tm 47Tm
O X) = == (VI 05) = ——= (0| (V = VeV i)
47Tm
Mas (V — VGEOWTHY = vk - L F(K, Kk vV |k
as ( )T = VIk) oL f(K k) = <k\\>\\“,-
4.\'
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F1002 Amplitude de Espalhamento

Aula 11 Algumas observacoes importantes:
A?m
72

que vocé olha (um observador distante), f pode dar um resultado diferente.

e SeV=0= f(k.k) = — (k'|V|T{HY = 0. Dependendo do angulo

Trata-se da amplitude de probabilidade da particula entrar na direcao k e,

devido ao potencial, sair na dire¢ao k', com |k'| = [Kk]|.

oo 1 ' +ikx
e A solucéo assimptética (x|U(H)) == 373 (eﬂk'xqtf(k’,k)e ] é
(Zﬂo v faca?

~ ~ .o . o« ~ ’ ’ . /
solucao da equacao de Schrodinger na regiao onde a particula é livre, V(x') =0.
e A onda livre deve estar associada a tempos “infinitamente” negativos (antes
da colisao) e “infinitamente” positivos (depois da colisao). A onda esférica s6

para tempos “infinitamente” positivos (depois da colisao).

C
£
§ (o Vamos definir secao de choque
3
s
o . o Olharemos o espalhamento como uma perturbacao
o Em seguzda,. para
59 g ® desenvolver intuicao ¢  dependente do tempo
(o 254 =
)
%) £
i -
oo
B o E vamos analisar o espalhamento de um B
W,
pacote de ondas dependente no tempo. Zu®

MAPLima \
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F1002 Calculo da Secao de Choque
Aula 11
kl

) ) fluxo de particulas incidentes F;
numero de particulas detectadas
dn = , X
unidade de tempo

angulo sélido df?2

g A constante de proporcionalidade é a chamada secao de choque diferencial:
% dn = o(0, p) F;dS)
%
333 3 # particulas # particulas . -
995 g - angulo solido
o L i tempo tempo x area
&) 35> drea
Qoo g\"’g A

MAPLima angulo solido ¥
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F1002 Calculo da Secao de Choque
Aula 11 dn

A Segao de choque pode ser escrita por: o(6, ) = 70

F; o J; (fluxo de probabilidade)
onde (6, p) =
dn = Fde X deS

Fde . Jf7“2dQ o Jf?“Z
FdQ  JdQ U

J: use U = etz

1 h
Vimos (FI001) que J = — Re[¥* -V V¥]. Para obter
m i

ikr

Jruse U= f(0,p)%

T

1 0 R : hk
Assim J; = —[e”"** —ikze'™*] = — 2 e J¢ é obtido, usando V em coordenadas
m i m
0 10 1 0

A

Faca isso em casa e obtenha as

f =P+ 0-o0 |
esféricas V =1 ar TV a0 TP e D

(J )fofﬂf( )%
componentes de J¢ ¢ (Jr)g = L L Re[1 f*(6, )a@f( ©)l;
(JP)e = 7 rramaRel1 (0, 0) 5 £ (0. )]
(J

flo e (Jf)y e isso permzte obter

Note que r — oo = (Jy¢), >>

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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3% o o(0,0) = f(0,0)° | A, A
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