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Estados da particula livre: ondas planas versus ondas esféricas
2

A Hamiltoniana do sistema de uma particula livre é dada por: Hy = o
m

2 2 2
que em suas dimensoes cartesianas fica Hy = Po Py P2 para definir
2m  2m  2m

uma base, escolha |k}) — p.|k,) = hk,|k,) e construa k') = |k}) ® |k}) ® |k.)

hQ k,/ 2 + k/ 2 € k,/ 2 th/Q /2
de tal forma que Holk') = (A ! z )\k’> = k') = p—\k’>.
2m 2m 2m
ik’ .x’
Na representacao das coordenadas, temos (x'|k’) = (62 7 Para obter isso,
T

percebemos que [Hy, p] = 0 e usamos uma base de autokets de p — |k’) com
(k' k") = §(k’ — k). Quando necessério, outra nomenclatura: {|E,k)}.

Acontece que [Hy,L?| = [Hy, L,] = 0 e poderfamos procurar por uma, base

(Ho|E, ¢, m) = E|E, {,m)

L%|E,{,m) = (L + 1)R?|E, £, m)
L.|E,¢,m) =mh|E, {,m)

(B0 m/|E 0, m) = 0ppr O 6(E — E')

{|E,¢,m)} tal que 4
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Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
Sabemos fazer esta conexao: |F, ¢, m) = /dSk\k> (k|E, 0, m)

\ . 7
~~

precisamos achar isso

Um chute, baseado nas propriedades esperadas: (k|F, ¢, m) = Ag, E(k’)l@m(f{)
Como provar que a formula escolhida para (k|E, ¢, m) é apropriada?
Se acharmos a conexao com |kZ), podemos rodé-lo para obter |k), pois

k) =D(a=¢,8=10,v=0)[kz) »
A" 22 rotacao
Assim vamos atrds de |kz). Sabendo que B 2| i

|kz) = |ky =0,k = 0,k,) aplique L, para obter | a

L.|kz) = (zpy — yps)|ke = 0,ky =0,k,) =0, 4 1% rotagao
pois p,(ou pz)|ks =0,k = 0,k,) = 0. Onde se f

conclui: momento angular € nulo na direcao de propagacao. Classicamente

ja era, pois L.p = (r x p).p = 0. Mas, se L,|kz) = 0 — |kz) é autoket de L,
com autovalor 0. Ao mesmo tempo, L,|E, ¢, m) = mh|E, ¢, m). Isto implica
que (E' ¢/, m/|kz) = 0, se m’ # 0 (autokets de um operador Hermiteano com
autovalores distintos sao ortogonais). Com isso aprendemos algo:

kz) = Z /dE’]E’,K’,m’)(E’,é’,m’]k:i} pode ser reduzido & N
'm’
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FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
) - Z/dE’\E’,f’,m’ — OV(E', (', m = 0|kz)

Uma vez que |k) = D(a = ¢, = 60,7 = 0)|kz), podemos escrever:

(E,l,m|k) = Z/dE’(E,E, m|D(a = ¢, 8 =0,y =0)|E,¢',m =0)x

x (E',¢',m' = 0|kz). Lembre que D é de fato um operador que depende apenas

JOé JB .Jz’V
=) exp (i) exp (—i1) ) e

é incapaz de mudar ¢’ e E’. Com isso em mente, podemos escrever:

de L; (sua forma geral é D = exp (

(E, ¢, m|k) = Z/dE 5(E 5MD“ Ja=¢,B=0,v=0)E ,m =0kz)
£ 47T m* /1 .
g[sw ¢ conhecido, formula 3.6.52 do livro, ST 1Y, (k). Assim, obtemos
% 41
g que (E, ¢, mlk)= ST Y *(k)(F, £,m=0|kz). Tome o complexo conjugado
i
g; g para comparar com formula do slide anterior, e conclua que a proposta estava
i G £ correta, pois gip(k) = (E,¢,m = 0|kz)" — nao depende de 6 e ¢ e depende

&§Oo°

Qo0 41 N S
apenas de F,k e £. E assim, (k|F,{, m)= k)Y, (k). Y

o (k| )=\ grqoE R S




FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
Aula 14 para calcular gee(k), comece com (Hy — E)|E, ¢, m) = 0 e multiplique pela

esquerda por (k| para obter:
hz k2 h2 ]{72

( o E) (k|E,¢,m) =0= (k|F,¢,m) =0 sempre que 75 E -
m
(k|E, ¢, m) é uma funcao delta. Podemos escrever isso da segumte forma
h2k? ~ h2k?
( — E)gie(k)Y;" (k) = 0 (ver slide 2) com g/g(k) = NJ( — F)
2m 2m

Para achar N, que tal usarmos (E', ¢/, m/|E, {,m) = 6(E — E")0pp: Oyt =

4
= / CK(E O, m K )K" |E, ,m) = %il / k2 dk" / A g3 g (K7) X

ivm' T mym 47 12 3711 2 th//2 /
< gen(KYE KRR = o [ R [ d9 NP (=5 — — EY)x

72 /-C”Q

2m

— B)Y T (K")Y (k).
h2k1/2 th//

x & (

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

a Se considerarmos que = B = dk" = dE" = E"?dk" = k" dE" :
: 2m m h?
o 4
05 (’ podemos escrever: (E' 0/, m/|E {,m) = %i 3 k"dE”/dQR,,\N\Qx
djc?Oc)o x 0(E" — E"§(E" — EY}I" (k")Ye (k") e ao fazer a integral, temos o, A

4.\' 4
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FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas

4
AUIa |4 <E’,€/,m/‘E,€’m> — il ﬂk‘|N‘25(E/—E)5E’£5m’ma

20+ 1 h?

faca todas as passagens

[ dE” f(E")5(E" — E")3(E" — E) = f(E)3(E' — E)
onde usamos que

[ du Y (KDY (K") = 806

Comparacao direta com (E', ¢/, m'|E, {,m) = 6(E" — E)dp¢0m nos leva &

R 20+ 1 Ao [20+1
IN|? = i = N = T ¢ finalmente
mk 4m vmk 4
41 h h?k? 20 + 1 N
k|E. ¢ = ) — F Y, " (k
8 h h? k> A
o
k|E, /¢ = ) — FE)Y"(k
% < ‘ ) 7m> m ( 29 ) J4 ( )
80:;00 -*33 Podemos usar este resultado para escrever k) = Z / dE|E, L, m)(E, ¢, m|k)
8?80;" ou ainda | |k) =) |E,¢,m)| " Y, (k). E o (x|k)? A
u 111 = ’ 7m :h2k2 1y . X . = %
MAPLima 'm BT Vimk o



FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
Aula 14 ik.x
h

e .
x|k) = = x|E., ¢, m Y, "*(k), onde (x|E,¢,m) = copjo(kr)Y,™ (¢
< | > (27_‘_)3/2 %n:< ‘ >m ¢ ( ) < ‘ > &75( ) 14 ()

z faca i [2mk

——. Para 1sso, use teorema de adicao,

h T
Y (#)Y (k) = P,(k.t
Z (B)Y, (k) yy o (k.F)

Para casa (1): mostre que co =

1

+1
277 / e* <059 p)(cos ) d(cos h).
[/ —

e que jo(kr) =

Resumo
h 5 ( h2 k2
vmk © 2m

it [2mk
(x| B, £,m) = - [ ——Je(kr)Y," (F)
faca

gPara casa (2):analise o decaimento Ne?* — O +He*, considerando que o

<k|E7€7m> — _E))/Em(l;)

Wataghin

Instltuto deFisicaGleb

o
?)3 C’ “par” (N620 ) estd inicialmente com spin 1 e que os filhos (O'® + He*) ficam
d?ooo ambos com spin zero.

i \\“, A
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Ondas parciais e deslocamentos de fase
O método de ondas parciais para o problema de espalhamento.
[V,L?] =0
Considere V' # 0, mas (para simplificar) V(x) =V (r) =
V,L.]=0

O operador de transicao T definido anteriormente por:

1 1

1
T=V+V V +V V V4.
+ Ei—H0+ih€ * EZ'—H()-I-?;hE EZ'—H()‘F’L'hE +

também comuta com L? e L — . T é um operador escalar. Aplicacio

W LIS e 7)
do teorema de Wigner-Eckart (o, j'm/|S|a, jm) = 0/ Ommy (', 7l )
rem igner rt (', 7'm'|S|a, jm) id TS

lousa

onde a barra dupla, indica que nao depende de m e m’, permite escrever
<E, f’m’\T!E, fm} = Tg (E)(Sgglcsmm/

Isso traz uma mensagem importante:

O potencial esfericamente simétrico nao conseque alterar £ e m no processo

de espalhamento.
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FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase

1 2
Aulgt A amplitude de espalhamento f(k' k) = _4—h—?(27r)3<k'|T]k> pode ser
T Y

escrita por:

1
_ —2—m(27r)3zz/dE/dE’(k’\E’,E’,m’><E’,€’,m’\T!E,K,m}(E,E,m\k)

47 h?
Im 0'm/’
21,2 -~
(k|E, £,m) = \/%5(% — E)Y;"(k)
Usando que —> obtemos:
(E' 0'm/|T\E, ¢m) = Ty(E)dpe Sy faca todas as passagens
1 2m h? ~ R
/ _ 3 m 1./ m*
fk k) = —— 5 (2m)" — ;Te(E){E_%Ye (k)Y (k)
£ / 4m® m LN vm* (7
gon melhor: | f(k',k) = ——— ZTg(E)\E:%YZ (K" Y;™* (k)
3 Im
O
o % Para obter a dependéncia angular da amplitude de espalhamento, faca
& g -
%é% O g vamos escolher k na direcao z (diregao do feixe incidente no referencial 7

355 i [20+1
éo 92 do laboratério). Nestas condicoes Y, (k) = Y, (2) = 4—; omo A AT
¥ 8
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4 A 20 +1
/ _ 0/1./
f(k', k) = — ZTe(E)‘E:%YE (k") e onde (mostfre)
¢ faca
V(K = 2£4+ 1Pg(COS 6). Definindo, f, = —%Tg(k’), temos
T
f(K k) = f(8) = > (20 + 1) fe(k) Pi(cos 6)
=0

Para entender o significado fisico de fy(k), vamos estudar o comportamento

a longas distancias de <x|\Ifl({+)>, isto é:

tkr
: (), _ 1 ( ikz | € ]
Tll)rﬁl@(xppk ) = (2)3/2 © T " 0 _5 faca
Do slide 6, temos e'** = 2(25 +1)i%jy(kr)Py(cos §) onde (mostre)
¢
Fi(kr—fr)2) _ —i(kr—0m/2) | Yikr _ —i(kr—fr)
lim (k) = e . e _ o im/2 [e ? ]
r—00 2ikr —— 2tkr
¢
i
. _ " ptikr _ p—i(kr—Lr)
assim Tlggoe = %:(%qt 1)P;(cos6) ( Y ] el% ,9.




FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase
Aula 14 Colocando os resultados das caixa verdes na caixa azul do slide anterior, temos:

+ikr _ —i(kr—~0m) ikr
(+) 1 ( e e e ]
Jim (e[ ) = (2)3/2 Zg (264 1) Pi(cosf) 2ikr T fl®)
PE COS 9) . 6—|—ikr e—i(kr—&r)
1 \IJ(+) = — ( 14 2ik fo(k — ]
Jim_(x (2m)3/2 & 2k o+ if‘( ) - .

o potencial so afeta a
onda esférica que sai

O coeficiente da onda esférica emergente [1 4 2ikfy(k)] =1, se V = 0.

eikzr
s6 existiria p/ cte <t < 00

Se construissemos pacotes, o pacote associado a
,

e—zkr

e o0 associado & s6 existiria p/ — oo <t < cte’. Assim, como o |\Ill((+)>

r

gcontem a informacao completa (antes e depois da colisao), é de se esperar que:
g % J.dS = 0. As particulas que entram devem sair (se nao ha ralos e fontes).
3 6ik3T 6—il€r
5 2. £ Assim, o fluxo associado a deve ser igual ao fluxo associado a . Isso
Oo I r r
dj§ deve valer para cada onda parcial. Para calcular esses fluxos, defina antes
Ooo
et Sy =14 2ikfo(k). Ay A
% 10
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Aula 14 h
5 Assim, a partir de J = —Im(¢)* V) podemos escrever
m

—ikr tkr +i(kr—~4m) —i(kr—4m)
/r2dﬂlm(sg€ 9 g, ] /r2d91m(6 0 ¢ ]

r or r r or r

41|S¢|? = 4m = |S;| = 1 (fruto da conservacio de fluxo).

( 5, — deslocamento
“7 ] de fase

Se |S¢| = 1, é sugestiva a seguinte defini¢ao: Sy = e210e /
d¢ — numero real

L0 2 é convencao

O que deiza claro que a existéncia do potencial pode no mdximo infligir uma

mudanca de fase na onda esférica emergente. Como Sy = 1+ 2ik fo(k),

A

~

S J £o(k) e2i0r _ 1 ¢ gin §, sin oy sin dy
odemos escrever - = = — —

gp ‘ 21k k ke—#¢  k(cosdy — isindy)

% Ou ainda fy(k) = F(cot oy — z) Assim, f(0) = =7 z_; (20 +1 7,54 sin 6, Py (cos 6)

Hé’

o
95
Oo
B
Ci)oO" Note que para deduzir isso, usamos apenas Invarianca Rotacional e RN

MAPLima  conservacao de probabilidade. :‘: 1

esta forma sera util



FIO02 | side7  Elementos de Matriz de Operadores Tensoriais e
Aula 14 Teorema de Wigner-Eckart (aula 25 de FIO0| slide 10)

. Y / . ;. .
O elemento de matriz (o, j'm \Tq(k) |, jm) é importante, pois entre outras,
coisas, pode expressar interacoes de campos eletromagnéticos com atomos

e nucleos.

1) Regra m de Selecao: (o, j'm/|T\¥|a, jm) = 0 salvo se m' = ¢ +m
Demonstracao:

Para provar, basta lembrar que: [J,, Tq(k)] = thq(k) e calcular o elemento
de matriz: (o, j'm/| ([JZ, Tq(k)] — thq(k)> |, jm) = 0 que implica em:

(m' —m — q)hle, j'm’|T{F v, jm) = 0,

£ ou sejase m' #m+q— (o/,j’m’|Tq(k>\oz,jm> =0
% 2) Teorema de Wigner-Eckart: nao depende de m,m’e ¢
3 UV R
. Oé (| T30 ) = 5k malgis 'y )
0&?@ 30 1 nao depende de T'*)
952 onde |j— k| <j <j+k. S
¥ 12
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