F1002 Espalhamento de baixa energia e estados ligados

Aula |16 _ . : 1 . . ..
Baixa energia = X = z > R. J4 vimos que ¢'s grandes nao serao importantes.
O argumento classico para isso é que a particula passa acima da barreira de
potencial. Como fica o argumento quantico? Para desenvolve-lo, considere a

equacao radial que a funcao de onda precisa satisfazer:

d?uy 5 2m h2 00+ 1)
772 + (k? — ? eff)’d@ =0 com Vg = V(T) —+ 5 3 )
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Suponha V' como alcance R, como na figura. Note que uma particula que chega

com energia F/; vé o potencial, mas com energia F> pode nao vé-lo, mesmo com

Qo
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005 (’ efeito tunel. Se nao vé o potencial, d; correspondente é zero. Aumentar £,
éooo empurra a barreira de momento angular para direita e garante que o restante
Qoo ) . N Y
dos ¢y também serao nulos. 2
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Espalhamento de baixa energia e estados ligados

Aula 16 Suponha que V,g nao pode acomodar um estado ligado para ¢ # 0. Nestas
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randes nao serao importantes. .
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2m 12
com k para baixas energias? O Exercicio 6.9 da lista 3 nos ensinou que:

condicoes, Veg é dominado por . Como seria a dependéncia de J

e sin 6 2m [
fe(k) = % = —h—ﬂ; Je(kr) Ag(k; )V (r)ridr - lousa
0

Se o potencial é “quase”o termo centrifugo, é esperado que

Ay(k;r) — je(kr) (solucao da equagao para o termo centrifugo = Veg). Assim,

ei(Sg sin 5£ 2m o0 2 9 . . (kr)£
) == = o, VErdn mas i GO S G

’L'(Sg : 5
€ AMO% g2 Oy seja lim f;(k) = 0 para ¢ # 0.

e . jikr) ~ B = fo(k) = — lim

Quanto maior £, mais rapidamente oy vai a zero

Note que ;};m(l) So(k) ox k21
%
Para ¢ = 0,09 x k vai a zero com k indo a zero

. . oy . . /
Asstm, confirmamos nosso arqgumento intuitivo: para bairas energias, os £'s

)
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F1002 Espalhamento de baixa energia e estados ligados
Aula 16 Poco e Barreira retangular (esfera mole)

Vb > 0 (repulsivo
Vo = cte para r < R dois casos: { 0 (rep )

V = Vo < 0 (atrativo)
0 para r > R.
Solucao
e J4 sabemos a forma da solucao para r > R
. < sin (kr + 0
¢ =0 = e [jo(kr) cos 8y — 1o (kr) sin §g] = € ( p + %)
,
. sin (kr)
JOo = T
onde usamos que éfgs (kr)
M= —~"%r
% e A solucao para r < R também é simples quando V|, é constante.
% uo(r) = rAp(r) o< sin k'r (é seno porque u(0) = 0),onde k' é definido
i
) ; h2k"
93 5 pela relacao £ — V = :
oS & am

&ggooao
o Q9 .

e A funcao un(r) para r > R fica ug(r) = e*° sin kr + 96 N4,
MAPLima 680 uo(r) p olr) ( 0) -



FI002 Poco e barreira de potencial retangular (esfera mole)
Aula 16

A

u(r)

Na regiao do potencial, onde ¥’>k a curva vermelha

tem curvatura mais acentuada que a verde A < \
A

N N

0

§ L
9 ~
3 Nesta regiao as curvas verde e vermelhas
e sao iguais. Elas estao apenas deslocadas em dg/k
©
&) .
2 £ Se o zero do caso “sem potencial” (curva verde) ocorre em 1y, 0 “com
Qa5 B 5
X3 £ . , 0
~33%, potencial” (curva vermelha) ocorrerd em kr + &g = krg = r =19 — T
Qoo RN A

MAPLima A curva esta deslocada para esquerda. Potencial atrativo — dg > O. :.: 4



FI002 Espalhamento de baixa energia e estados ligados
Aula 16 Se o §y fosse negativo, a funcao seria esticada. Isso acontence para Vj

positivo. Neste caso E — Vy < E o argumento k'r demora mais para mudar
que kr (A" > \). Se dp/k < 0 — r > rg. Nada muda muito se Vg > E (basta

trocar o seno (sin) por seno hiperbdlico (sinh).

e Olhemos com um pouco mais de cuidado o caso V < 0. Quanto mais
negativo for o Vj, maior é a curvatura de sink’r. O dy, que comeca em zero
para V; = 0 cresce para um numero positivo a medida que V| vai ficando

mais negativo. Chega uma hora que atinge o valor 7/2 e essa é a maxima

- . do
contribuicao que um dg pode dar para a secao de choque, pois 0 x sin? &p.

e Se continuarmos a diminuir o V{j, d¢ eventualmente alcanca m, ou seja a

funcao de onda fora da regiao do potencial estd em fase com respeito a funcao

livre (lembre que Sy = e?%¢ glide 12, aula 14). Nestas condicdes, sin” dy = 0,

contribuindo com zero para a secao de choque!!
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Qo0 Esse fenomeno é muito comum e é conhecido por R\
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Aula 16
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. Espalhamento de energia zero e estados ligados
Considere energia extremamente baixa, £ ~ 0. Qual é a equacao diferencial de

ne L0+ 1
ug(r) para £ =0 e r > R? Nestas condigoes Veg (1) = V(1) + 5 ( —g ) =0,
m T
2 2 ((l+1 d?
e a equagao fica: WW(T) + (k% — h—”;’v _ A :2_ ))W(T) =0— ﬁw(r) =0

Uma solugao ébvia disto: ug(r) = constante X (r — a) = comprimento de onda

infinito. Lembrem que

61’50 6i50 eiéo 60
Ag(r) = = sin (kr + 6g) = uo(r) = . sin (kr + 6g) = . sin (k(r + ?))
100
Quanto vale lim sin (k(r + —0)), sabendo que neste limite -9 vai & uma
k—0 k k
: - e'% 0o
constante - ver slide 27 Nestas condigoes temos: ug(r) = . (k(r + ?)) ou
i6 dg . 0o
ug(r) = €"°(r + —) = forma proposta constante(r —a) — a = — lim —.
k k—0 k

a também conhecido como comprimento de espalhamento. Poderia ter sido

obtido também da seguinte maneira:

uh(r cos (kr+dg
Calonle {uggrg =k Ekroiéo)) = k cot [kr + o] = k cot [k(r + 92)]

.. k— 1
No limite y _cte _ _— 1
cte(r—a) r—a &"’A A
e iquale as expressoes em r = 0 no limite de k — O. “a¥ | 0
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FI002

Espalhamento de baixa energia e estados ligados
Aula 16

1
Assim, em r = 0, ]lin% k cot o = —— (esta é dedugao do livro texto). Mostre que,
— a

se lim g = 0, os resultados sao equivalentes. O importante é que a é igual ao
k—0

valor de r para u(r) = 0. Antes de analisar isso, lembre da relagao entre fy(k)
1 1

d¢, dad lide 11 aula 14: f, = = :
© 0, Gada Ho Sude L et e k(cotdy —i)  kcotdy, —ik

Ou seja,

: 1 . _ 2 2 _ 2
d fo = a—0_  “ Utotal_4”%:(2€+1)\f£| ~ Am| fol” = 4ma

“a” tem a mesma dimensao que “R” da esfera dura, mas eles podem ser muito
e diferentes.

sica Gleb Watagh

Como obter a? Que tal passar uma reta tangente a fungao em r = R (inicio

g da solugao externa) e tomar a interse¢ao com o eixo r? Isto é, impor que para

> ] ~ ’ . . . ~
8 3 8 2k ~ 0, a solugdo externa ¢ do tipo cte(r — a). Assim, nestas condi¢oes quando
v = : ~ :
08(;’ 55» tomamos cte(r —a) = 0 (interseccao), definimos a.
Qoo
293 -
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Aula 16
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Espalhamento de baixa energia e estados ligados
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6.6 Low-Energy Scattering and Bound States

A

427

Faca o limite V =» «

(esfera dura) e note

a=R

Note descontinliidade no “a”!

€6 _

a” pula de —

para +~ quando

potencial fica mais negativo. Isto

esta relacionado

0 ! 0 R
| l[<—|a| >
| |
a>0 |
(a) (b)
A
\ -
a>0

A
8

(c)

FIGURE 6.12 Plot of u(r) versus r for (a) repulsive potential, (b) attractive potential,
and (c) deeper attraction. The intercept @ of the zero-energy outside-wave function with

the r-axis is shown for each of three cases.
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Note que um estado ligado 4

limite de “quase ligado” e

de um estado lig

ao aparecimento
ado

voluntario dis¢utindo essa inversao?

—H]

Figura do livro texto: ).J.Sakurai&]im Napolitano

» do tipo e™

"Te no

=

"x~1-—kr..a
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FI002 Espalhamento Ressonante
Aula 16 PLl+1)

Suponha V (r) atrativo e para desenhar Vg, lembre que 5 5— € repulsivo.
m T

‘/eﬂ ------------------------ >

V(r)

Se ela fosse infinitamente alta, existiriam estados ligados para E > 0 (estados
2 estacionarios com tempo de vida infinito). No caso mais realista (barreira
ﬁmta), a particula é presa no vale de potencial, mas nao para sempre.

Chamaremos este estado de “quase” ligado (causador de uma ressonéncia).
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FI002 Espalhamento Ressonante

2m
Aula 16 Exemplo: V(r) da caixa com —-

conforme a figura.

47

0e, 2 (2¢+1)

max

03
+—
max
lim 6 = k> Emax = 5

k—0

53(]~€)A
s
s
2

>V

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o

95;

3P
&?Ooo kmax

Qoo
MAPLima

V0R2 = 5,5 tem uma ressonancia para ¢ = 3,

Lembre que a contribuicao de ¢ para

4
secao de choque é: gy = I; (2¢ 4 1) sin® §,.
4
O méaximo é em d; = ;T Lo = kZ (20+1).
28
Para { =3 — 0, = k27r

O deslocamento de fase exibe a curva do tipo

ao lado (um comportamento ressonante)

Seripre que Eincidente ~ Equase ligado-

max 1 1
A amplitude f;"** = E(cot 8, —7) =7

Em seguida, vamos explorar mais esta férmula.

verifique se as figuras estao corretas! \\V,
' 10
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FI002 Espalhamento Ressonante

Aula 16 1
A amplitude fo(k) =
amplitude fo(k) = 25, =5

expansao de cot dy ao redor de £ = FE,..
—c(E - E,)+0O(E - E,)*

pode ser expandida, considerando uma

cot 0y = cot 5g’E:E

ZEro convencao
1 1
Isso permite escrever fy(k) = z ( E_L) ] . Se agora definimos
—c(E —E,) —1

5 1 I'/2
c=r podemos escrever fy(k) = L ( (F — Er/) +4I'/2

uma contribuicao para a secao de choque igual a: o}

T 2 L
o0 = (2t + )| = T3 IS S

] e isso leva a

: PE-Ee @R L
§ 47T Er _ g Er Er + 2
3 0, = ﬁ(% + 1), em acordo com que vimos antes. Para que energia
0
8 max 2
z oy 14w A7 (204 1)(I'/2)
s FEiHnt FE = ?——(204+1) =
7 . ) = e ) T e, B
Og %
‘%3, i (Brja — E.)? + (1/2)> =2(1'/2)? = By )y = E, £1/2
Qoo ~ 4 o« A i
éOoo Por essa razao, I' é chamada de “largura da ressonancia A

% 11
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Aula 16
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slide 2 lousa |

4m%m
2

de onda de espalhamento é solugao de ]\Ifl(j)) = ki) + G(()HV\\IJI({T)). Ao

escolher k; na diregao z, temos kg = (k, Ocsp, Pesp) € f(ke, ki) = f(Oesp, Pesp)

Em seguida, consideramos potenciais esfericamente simétricos e a amplitude

ficou independente de ¢, isto é f(ke, ki)= f(0esp). Nestas condigdes obtivemos

(X[W) = Garm Xp(20+ 1)if Ag(ks 1) Pr(cos 0)

Lembre que comecamos com f(ksg, k;) = — <kf|V|\I!1(:)), onde a funcgao

as funcoes na forma
zkf r

<X|kf> (27)372 — (27r)3/2 ZE 26_}_ 1 Z Jﬁ(kr)Pﬂ(kf I‘)

A f — k' Hesp7¢esp>
Usando P, (ke ) = 2€+1 Z ()Y, { (1.0, 0)
2

4
20 +

4 2
_ 7%27” / r2dr sin 9d6d¢(

ke|V [ W) =

Py(cosf) = Yg (£), temos f(ke, ki) =

h

(%;3/2 S (2t + 1)(—i)£je(/<7“)P£(f<f-f')>V(T> x

x ( 37 Z (20 1 1) Ap (k: T)Pg/(cose))

\\", A
continua ‘4\' 12
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FI002 slide 2 . lousa 2
Aula |16 f(eespa ¢esp) - = (271‘ 3 Z < 26 + )(2£/ ) (_i)e

h2
17

/r2drje(kr)V(T)Ae'(/€;T)/sin&d&/dqﬁPg(f{f.f‘)Pg/ (cos 6)) =

= s S (@ D+ 0 () [ etV () A (i)

h2 27T)3 m

/Sm GdQ/dngg 1) Py (cos 9))

- A l;f:(k‘ 968 ¢es)
Usando Py (ks. Y, (&)Y," k P eopr mesp
o PG = T Y o om ({7 o)
A7 e :
Py (cosf) = Y Ye/( ), temos que a tltima linha fica:
: 00 P)Y;" (ke) ) T _yom)) =
[ Y @Y (ke) ) 8) () g YD) ) =
S
: E 2£+1 Z’/ze/H (k) /smecw/dgm )Y ()
82, g y
33 (Ps
d’§00° Nio depende de @, 566/57”0

Qo0 A in 2 A N
vaptma i 1)\ 371 e = gy Peleosbuy)dne - coninn S (13



FI002 slide 2 lousa 3

Aula 16 poyolvendo isso na expressao, temos f(fesp, Pesp) =

f(9esp)=—47%2m<%3%;(%+ (20 4+ i (<0)" [ 1 drgulkn)V(r) Ao (i)

47
(20 +1)
2m

FOesp) = =25 (ze+1)( / r2drjg(k:r)V(r)Ag(k;r))PAcos@esp) para ser
J4

X Py(cos Hesp)éw) ou seja

oo

Z(% + 1)e"¢ sin 6, P;(cos 6).
£=0

e

comparada com (slide 1 da aula 15) f(0) =

¢ $in 6 2
Isso fornece a expressao desejada % = h? r2drje(kr)V (r)Ag(k;r)
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