F1002 Consideragoes de simetria em espalhamento
Aula 18

Considere duas particulas idénticas sem spin colidindo (via potencial central

V(r), r =|x| = |x1 — x2|), conforme a figura.
X1 X9
— o >
kl k2
1 “ ki (ka)

:

3

o

: (k)
833 g Note que apds a colisao, ndo sabemos se temos em 0 (com respeito a kq),
%%%O £ a particula 1 chegando de x1 ou se é a particula 2 vindo de x2 e chegando

d?g%;o em m — 0 (com respeito a ka), pois elas elas sao idénticas e as -
N

MAPLima nuvens de probabilidade se misturaram na colisao. ¥ ]
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F1002 Consideragoes de simetria em espalhamento
Aula 18 Veremos no proximo capitulo que um sistema de particulas idénticas tém

funcao de onda simétrica ou anti-simétrica mediante a operacao de
permutacao de duas particulas. As funcgoes que representam particulas com
spin inteiro sao simétricas e com spin semi-inteiro sao anti-simétricas. Com
isso em mente, nosso sistema de duas particulas sem spin (spin 0), precisa ter
funcao simétrica, mesmo assimptoticamente. Que tal exigir a condicao:

ezkr

lim W(xq,%xz) = XX 4 e X L [£(0) + f(r — )]

r— 00 r

onde X = X1 — Xo é a coordenada relativa das particulas e k = k; — ks é a
“velocidade” de aproximacao de 1 com respeito a 2 e —k é a “velocidade” de
aproximacao de 2 com respeito a 1. Note que se trocarmos X, com X,, ¥ fica igual

do

df)
;l_g — ‘f(@)}z + ‘f(W — (9)|2 + 2Re[f(0) f*(m — 0)] = interferéncia totalmente

e A secao de choque diferencial é dada por: F(0) + f(m—0) ‘2 ou ainda

>

construtiva em 6 = w/2. Se as particulas tivessem spin 1/2,0 sistema de duas
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particulas teria spin 0 (singleto) ou 1 (tripleto). No capitulo 7, veremos que a

{S = () — simétrica

S =1 — anti-simétricadWy
¥ )
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F1002 Consideragoes de simetria em espalhamento
Aula 18

Se tivéssemos feixes completamente nao polarizados, teriamos 1/4 de pares

de particulas no estado singleto e 3/4 no estado tripleto. A secao de choque

diferencial seria dada por: ;Z—Q = — |f + f(m — } }f (m — 9)‘2
ou amda — =|f(6 } + |f(m - «9)’ — 2Re[f(0) f* (m — 0)] = interferéncia

totalmente destrutlva em 0 = 7/2.
Vamos agora explorar outras simetrias além da simetria de troca. Suponha
V e Hy, ambos invariantes sob alguma operacao de simetria. Qual é o

impacto disso na amplitude de espalhamento, f(k’ k)?

Caso 1: operacoes de simetria unitarias. Exemplos: paridade e rotacao.

§ HoU'=H
8 As condicoes UtoU " — UurUt=T
: Uvut =v
3. il k) = Ulk) o
935 (’E Suponha — (K|Tk) = K |UTUTU'U k) = (K'|T|k)
By k) = UK)
Qo0 \\“, -

4.\' 3
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Consideragoes de simetria em espalhamento
Como exemplo, vamos olhar o caso especifico, no qual U = 7w, o operador de
k) = | - k)
| — k) = [k)
Hy e V sob a agao do operador paridade m, levaria a (—k'|T| — k) = (k'|T'|k).

Quando discutimos o espalhamento de uma particula por um potencial

—> assim, a invarianca de

paridade. Vimos em FI001 que {

esfericamente simétrico, exploramos a simetria de rotacao (e como consequéncia
obtivemos uma matriz T' diagonal na representagao |F, ¢, m). A figura abaixo
mostra as duas operacoes de simetria, paridade e rotacao, e seus efeitos na

matriz T

Rodado de ¢

Operador paridade 7 ao redor do eixo

saindo do slide.

k/ k/ k/
¥
k -k k k
—k Operador Rotacao R
. . . . W A
Em sequida estudaremos operadores de simetria anti-unitdrios. %.\é 4
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Consideragoes de simetria em espalhamento
Caso 1I: operacoes de simetria anti-unitarias. Exemplo: Reversao

@Ho@_l = Hj
temporal. As condicoes { OVO~ I =V — O7O0 ' =TT uma vez
OcO~! = ¢* — mostre a partir de Oc|a) = c*O|a)

1 1 1 : . -
© = use€l ¢ — 1€ Na relag:ao acCllna

E—H0+i€ E—Ho—’ié B
veja aulas 27 e 28 de FI001

@) = Ola) (Blo) = (&|B). Assim, se considerarmos

8) = ©15)

que ©

Lembre que se {

@) = OT|k) = OTO1O|k) = TT|—k)
que |a) = TIk) e (8] = (K| e ..
8) = OK') = [-K)
(Blay) = (&]8) = (K'|T'k) = (—k|T|-k')
E interessante combinar o operador de reversao temporal com o de paridade:

(K/|Tlk) “=° (~k|T|-X') =7 (K|T[K)
E como consequéncia f(k,k’) = f(k’, k) e isso d4 origem ao chamado

do do

balanceamento detalhado —(k — k') = 70

K —k
70 —o (k= k)

\\", AN
4.\' 5
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F1002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula 18 vamos considerar agora o espalhamento de elétrons por atomos, podendo ocorrer

e espalhamento elastico:

e~ + datomo no estado fundamental — e~ + dtomo no estado fundamental.
e espalhamento inelastico:

e~ + datomo no estado fundamental — e~ + dtomo no estado excitado.
Neste caso, a energia cinética do elétron espalhado é menor que a do elétron
incidente (foi usada para excitar o dtomo).

O ket livre do sistema e™ + dtomo no estado fundamental pode ser escrito por

k) é a onda livre (elétron)
k,0) = k) ®0)
|0) é o estado fundamental do alvo (dtomo)

Na representacao das coordenadas, temos para o
ik.x

antes: (X;X1,X2,...,XN|K,0) = F5z%0(x1,X2, ., XN)

gestado livre do sistema
ik/.x

depOiS: <X7 X1, X2, "'7XN|k/7n> — GLBTan(Xla}(Za 7XN>
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02 =Ja fizemos uma aproximacao, uma vez que o elétron espalhado € idéntico aos
I35 | ; o o
Qoo elétrons do alvo. As funcoes precisariam ser anti-simétricas na troca .
¥ | 6
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FI002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula |18 Considerando que a teoria de perturbacao dependente do tempo é valida,

podemos escrever Ji w(0—n) p(E")/dQ Aula 9 slide 3
do g T or A \rL 3. k'm R
0— k', n|Vk,0)|? ) =
w07 = hk [ (moL?) P [ VI, 00 (5 2) " (557)
Aula |1 slide 14 — (k/)LG 1 Qme( / n|V|k 0>|2 Aula 10 slide 4
Y Ar R2 ’ ’

Tudo é muito similar com a primeira aproximacao de Born para o caso de
’ . . / .
espalhamento eldstico por um potencial, exceto que |k’| pode ser diferente

de |k|. Vamos dar um pouco mais de detalhes sobre o processo. Como é o

Ze? e?

potencial? Que tal V = ——— +

, onde o elétron incidente
T — |x — xj]
(2

g interage com o nucleo com Z prétons na origem e com cada um dos elétrons
§ do alvo. Um tratamento mais rigoroso exigiria impor que o elétron incidente
© é identico aos elétrons do atomo, mas aqui consideraremos apenas elétrons

5 suficientemente rapidos, onde a integral de recobrimento entre os estados

FisicaGleb

()
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o
g 3 2ligados e a onda plana é desprezivel. Sem a anti-simetrizacao o elétron nao
dj§ consegue excitar estados tripletos em alvos de camada fechada. Estes estados
Ooo
R

99° 530 muito comuns e tém energias mais baixas que os singletos de
4.\' 7
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Espalhamento inelastico eletron-atomo
Em seguida, calculamos o elemento de matriz (k’, n|Vk,0) para o potencial
Z€2 62 . /
V=-——+ ——— com r = |x|. Se definirmos q = k — k' podemos
T - Ix — xi]

1
escrever (k' n|Vlk,0) = 73 /d3xequ (n| — Z |
X — Xl

L3 d3xe’quH/d3ng¢ (x1,...x )[_fe _i_z‘xi—X.JwO(xl,...Xz)

Vamos ver primeiro o célculo do primeiro termo (interacao do elétron incidente

) o —Z€2 5 equ 5
com o nucleo atomico): 73 d’x H d°z ;) (X1, ...Xz) V0 (X1, ...Xz)

7

(n|0) = dno
Ou seja esse termo so contribui para o espalhamento eldstico. Note que neste

caso a integracdo em d°x pode ser feita com auxilio do potencial de Yukawa,

. ) 6iq.x . eiq.x—/u“ A1
isto é: > = lim [ &Pr— = —
r u—0 T q
Em sequida, tratamos o seqgundo termo (interacao do elétron incidente
Ve / ’ Y . 3 \\"’
com os elétrons do dtomo. De novo € possivel integrar em d°x). ¥ | 8

UUUUUUU



FI002
Aula 18

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o

93

3P
&§Oo°

Qoo
MAPLima

Espalhamento inelastico eletron-atomo
eiq.x
A integral em d°x que precisamos fazer é: Z / deﬁ. Para realiza-la,
, X = Xj

e q (X +X1) 47‘(’ . .
troque x — x; = X"’ e faca g 3’ = — e'dXi lousa
X ¢?

)

é zgual a do nicleo do slide anterior
Note que esse resultado nada mais é do que a transformada de Fourier do
potencial Coulombiano vezes a transformada de Fourier da densidade de
elétrons dada por psiomo = Z d(r —rj) — elétrons situados em rj.
i
E costume definir um fator de forma F,,(q) para a excitacio |0) — |n), tal
lim, 0 F,(q) =1 paran =0

onde:

que ZF,(q) = (n Z X
lim, 0 F),(q) = 0 paran # 0

Podemos agora escrever o elemento de matriz envolvendo o potencial, como:

1 3 idx Ze? e2
k', n|V|k,0) = 73 /d xe'T*(n| — — - EZ —|X—Xi\ 0) =
1 477 e> An A
— I3 qQ [_57”&0 + Fn(q)] %.\é 0
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F1002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula 18 Agsim na aproximacao do primeiro termo da série de Born, a secao de choque

diferencial para o caso ineldstico (e elastico) do espalhamento de elétrons por

atomos fica:

do K\ ¢ 1 2m, 2
dQ(O—>n) (k)L \47T = (K, n|V]k,0)|" =
K’ 1 2m, 1 4nZe? 2 4m? (Ze?)? K 2

( )L6‘47T K2 I3 g2 [_5”0+F"<q)” - h4e 4 (?)}—5n0+Fn(q)|

No caso de espalhamento de elétrons por atomos e moléculas, ¢ comum escrever

h2
a se¢ao de choque em termos do raio de Bohr, definido por a9 = ———. Assim, o
€M
do k' 1 2
caso ineldstico fica — (0 — n) = 42%a?2 F(
dQ( ) O<k>(qao4’ ‘
€ do do do
§‘E comum usar o no lugar de o Para obter uma expressao para T note que
3 ’ ous2 i mgd
82 = |k — K2 =k + k' — 2kk' cos = dg = —d(cos O)kk' /g e - — = 127
8; stz A secao de choque ineldstica que obtivemos pode ser usada para discutir a
Qoo g : . . :
69 ] “capacidade freamento” (stopping power) - a energia perdida por uma
égooo ° particula carregada quando ela atravessa a matéria. RN
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F1002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula |8 Estamos interessados na perda de energia de uma particula carregada sob o

ponto de vista da secao de choque inelastica. Mais precisamente na perda
de energia por unidade de comprimento da particula carregada incidente

decorrente de sua travessia na matéria. A taxa de colisao por unidade de
comprimento é dada por No, onde N é o numero de atomos por unidade
de volume. A cada colisao a energia perdida pela particula carregada é

E, — Ey. Assim, dE/dx pode ser escrito por:

St :NZ(E” —EO)/dqfl—Z(O%n)

Usando nossos resultados temos:

dmax
E_NZ —EO/ dq 4Z%ad(

min

87N Ima
i (B — Eo)/ q (n| Zezq o

k=ag

k’) 1 2mq
k7 (qap)* kK’

F.(q)|" =

n min
N _/
-~

3 muitos artigos sobre o cdlculo deste expressao
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n onde I € um parametro semi-empirico. g
MAPLima dr  m.v2 I P P :-: 11

= Os resultados sao comparados com a férmula quantica proposta por Bohr (1913):
2
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O valor médio de |V,,;

Aula 9 - Slide 3

Teoria de Perturbacao dependente do tempo: potencial constante

Finalmente, temos

27t —
lim [ dE, p(E,)|eV)? = % dE,p(En)|[Vei28(Ey, — E;) =
—00
2Mt———
= ?’Vnipp(En)‘En:Ei

|2 é necessario, pois pressupomos um quase

continuo de estados com autovalores ao redor de F,,. Nem sempre
~ . . / .

os V,; sao iguais para |n)’s diferentes, mesmo tendo o mesmo F,.

Dai a média. Observe também que esta quantidade é linear em t.

Isto é consequéncia do que vimos nas figuras que o pico de f(w)

vai com t* e a largura com 1/t.

- . d 1)2) —
Taxa de transigao total, definida por E(Zn: S ) = Wi

omr—
Em primeira ordem, temos | w;_,[,] = %’Vnsz(En)‘E _p. | = esta

é a chamada Regra de Ouro de Ferma.

O —
As vezes a escrevemos Como | w;_,[n] = %Hfm\?é (E, — E;)| onde

fica subentendido que € preciso integrar em / dE,p(Ey).

volta

AMP
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Aula 10 - siide 4 Efeito Fotoelétrico ke x
Condicoes periddicas de contorno da caixa, de aresta L, fornece (x|k¢) = 7372

2T L s : :
com ky,_, = fni, e n; inteiro positivo ou negativo. A energia de uma
particula nesta caixa é

2(1.2 2 | 1.2
" PR Wk Ry kD) R (2m)? (02 412 4+ n?) = h?n? (2m)?
2m 2m 2m  L? Y 2m L2

Para calcular p(FE)dE (nimero de estados com energia entre E e F + dF),

podemos imaginar uma folha esférica de raio n e espessura dn. O ntimero

de estados nesta folha espessa é: 4rn?dn. Se quiséssemos apenas o nimero

de estados em um pequeno volume desta casca esférica, definido pelo angulo

sélido df), bastaria trocar 4 por df2, isto é dQdn*dn. Com isso, p(E)dE

pode ser escrito na forma p(E)dE = dQn’dn e assim, obtemos volta
dn 1 L .omn? mn , L .2 mk , L .3
2 2

dn
Pense em dFE como a energia total dentro do elemento de “volume” dQdn’dn

que contém estados com energia entre £ e E + dE. A deducao da secao de

choque diferencial do efeito fotoelétrico para elétrons emitidos na direcao Rf,

d b A
dentro do angulo sélido df2, definida por d—g, fica para casa. é}l’\’é 13
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F1002 Aula 11 - siide 14 Calculo da Segao de Choque

Aula |8 p
A Secao de choque pode ser escrita por: o(6, ) = F;Q yolta

F; o J; (fluxo de probabilidade)
onde (6, p) =
dn = Fde X deS

Fde . Jf7“2dQ o Jf?“Z
FdQ  JdQ U

| " J: use U = etz
Vimos (FI001) que J = — Re[¥* -V V¥]. Para obter
m i

ikr

Jruse U= f(0,p)%

T

1 0 R : hk
Assim J; = —[e”"** —ikze'™*] = — 2 e J¢ é obtido, usando V em coordenadas
m i m
0 10 1 0

A

Faca isso em casa e obtenha as

Y :
esféricas V =1 ar TV a0 TP e D

(J )fofﬂf( )%
componentes de J¢ ¢ (Jr)g = L L Re[1 f*(6, )a@f( ©)l;
(JP)e = 7 rramaRel1 (0, 0) 5 £ (0. )]
(J

Note que r = 00 = (J¢)r >> (J¢)o € (J¢)y € iss0 permzte obter
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Aula 18 Transformada de Fourier da densidade de elétrons dada por

Patomo(T) = Z d(r —rj) — elétrons situados em rj.

)

[ Erpsomoterenr = [ a (zar_rl) SV

slide 10
kk' kk' kE' kE'
dq = —d(cos @) — = sin 0df — = 27 sin 6d6 = df2
q q 2mq 2mq
1 2mq 1
" dg kK dQ
-
]
3
r
L
Qoo g
&§00°
Qo0 g\“’g -
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