FI002 Particulas Idénticas: Atomo de Hélio
Aula 20 Estudar o 4tomo de Hélio é gratificante por diversas razoes:

e E relativamente simples e possui particulas idénticas com efeitos relevantes.
e Embora simples, nao tem solucao analitica: bom territério para a teoria de

perturbacao e método variacional.

712 2
A Hamiltoniana béasica do problema é dada por 1o N
2 2 2e2  2e? e? X X2
H— P1 4 P2 _ 4 1
2m  2m 71 79 712 .
nucleo

onde 11 = |x1]|; 72 = |x2|; 12 = |x1 — X2|, conforme a figura.
A Hamiltoniana nao depende de spin e portanto comuta com S? e S,. Assim,
o estado de spin ¢ singleto ou tripleto. Uma boa aproximacao para a parte

espacial, onde um elétron esta no estado fundamental e o outro em um estado
excitado é dada por: ¢(x1,x2) = %[%oo(xl)lﬂnem(Xz) + 1100 (X2) Vnem (X1)],

onde o sinal + corresponde ao singleto e o - ao tripleto.
Porque chamei essa forma de ¢ de aproximacao? Porque solucao exata tipo

produto € so para Hamiltonianas separdveis. A do dtomo de Hélio nao €
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separdvel devido ao ultimo termo (interacao entre elétrons). Ou seja,

df§3w° qualquer que sejam as funcoes Wigg € Wnem, Nnao temos a solucao erata do

problema. Temos a chamada aprozimacdo Hartree-Fock do problema. W, a

MAPLima na melhor das hipoteses ot
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Aula 20 Vamos estudar um caso especial: o estado fundamental do atomo de hélio. Aqui

o
]

OO
Qoo
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Particulas Idénticas: Atomo de Hélio

a configuracio é caracterizada por (1s)%. Isto é, ambos os elétrons se encontram
emn =1, £=0. A funcao de onda de um hidrogenédide, Z = 2, isto é, de um
elétron no campo de dois prétons é facilmente obtida (troque Z =1 por Z = 2

na solu¢ao do atomo de hidrogénio). No estado fundamental, ela é dada por:

1 7\ 3/2 _ 72,2
¢100(X)= —,—2(—) e~ %r/ao com Z =2¢eF,=———comn=1
) ) 47T

ao 2n2ayg
Ao ignorar o termo de repulsao Coulombiana, o estado fundamental (1s)? do

atomo de Hélio fica o produto simetrizado da solucao espacial de cada atomo
independente (o 91 00(x) acima), vezes x anti-simetrizado (singleto), isto é:
1/ Z\3 _
77D1,O,0(Xl)wl,(),O(XZ)Xsimgleto — ; (CL_) € Z(rl—i_m)/aOXsingleto com Z = 2
0
8 Esta fungao de onda nao perturbada (pela repulsao entre os elétrons) fornece
22 2

a energia, F/ = 2 x =8 x (—13,606 eV) = —108,8 eV (30% maior que o

20,0
valor experimental, Eey, = —78,8 eV).

2 Este raciocinio, explorando a aprovimacao de particulas independentes, gera a

d’§0°° notacao espectroscopica usual 1s,2s,2p, etc, para dtomos com muitos elétrons

A
(como se fossem hidrogendides).|Como melhorar a aproximacao? :.\v 2
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Particulas Idénticas: Atomo de Hélio

Aula 20 Um bom comecgo para melhorar nossa aproximacao do estado fundamental do
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atomo de Hélio, é usar teoria de perturbacao de primeira ordem

2 2 2 2
( _ P3 Py  2e”  2e
HO T 2m + 2m r1 o

com <V:—l—i

T12

3
L% = 11,0,0(X1)%1,0,0(X2) Xsingleto = %(%) e 2(ritr2)/aoy o oeto

Para isso, basta calcular

A = @[V]g) = <+ ﬁ> = //ie_‘l(””?)/aoid?’x d*x
(1s)? r1o/ (1s)2 m2ad rig LT
onde usamos que XlingletoXSingletO = 1. Para fazer as integracoes, primeiro
lembre que (ver figura ao lado): 1. o :
1 _ 1 _ i rt Py(cosn) X1 /s
ri2  \/rf+713 —2riracosy ritt Lieleo

onde r~ (r~) é o menor (maior) entre r; e ro € v é o angulo entre x1 e Xs.

O curso de fisica matematica ensina que:

14
47T m* m
Py(cosy) = 2+ 1 § Y (01, 1)Y[" (02, ¢2) — mostre! . A
m=—£ %c\‘ 3
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F1002 Particulas ldénticas: Atomo de Hélio
Aula 20 Com isso as integracoes angulares de d>r1 e d>zo ficam simples (no integrando

s6 Py(cosy) depende de 601, 1,05 e ¢2). Basta usar que

1
/ ¢ ( qb) \/E( 7T) 20 0

A integracao radial também é simples, mas envolve algebra tediosa. Mostre que

é possivel deixa-la na forma: ver, na nossa pagina, a contribui¢do do Alan (2020)
5)
dag

o0 1 1 0
- —(22/&0)(7“1—{—7“2) 2d / _ —(22/(10)(7“14—7"2) 2 ] 2 —
e rodry + e radry |ridry
/0 [/0 i 202N 12875

(&1 r1 o

6,6 5 2
: 1 [ Ze 2 dag D[ e
Combinando tudo, temos A(132) = <7T26L8> (47T) 19375 — 3 (%).

Para finalmente obter em teoria de perturbacao de la ordem:

c 2
e 0 1 5 (&
§ETP — Eéng) 4 A§1>82> — ( 84 5) <%> ~ —T74,8 €V (Foxp = —78,8 eV).
5
g
2 s Jd estd bom, mas dd para melhorar. Que tal usar o método variacional com a
02, g 3
o3 F= ~ Z
%%%O £ funcdo tentativa:  (x1,X32|0) = —ege_Zef(rlJer)/aO € Zef COMO parametro
Qo2 7TCL0
d Qoo
§°°° variacional? A, A
¥ 4
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FI002 _ Particulas Idénticas: Atomo de Hélio
Aula 20 Com essa funcgao tentativa o valor médio de H fica:

= OO _ 1m0y = (5124 + P20 — (67 + 27 6) + (5. o)

<O|O> 2m T2 12
00) =1 V Zg
Fa(;a as integrais e obtenha ver, na nossa pagina, a contribuicao do Alan (2020)
_ 7?2 5 e?
H = of —Zet | (—).
( 9 of + 3 ef) (ao)

O método variacional diz que devemos escolher o Z.s que minimiza H.

H 5

— 0= Zyg=2— — —=1,6875.
0 Zet ' 16
Devolvendo isso em H, obtemos Eyay = —77,5 €V (Eeyp, = —78,8 V).

Algumas Observacoes

Para isso, basta procurar por Z., tal que

o /. < Z — efeito de blindagem do nicleo pelo outro elétron.
e No limite Hartree-Fock (melhor solucao do tipo produto anti-simetrizado),
teriamos Fyp = —77,9 eV.
COO) 3 C’ e Bases mais flexiveis, com combinacoes de produtos, ou usando funcoes do
d§000 tipo f(r12), etc., dao Eexato ~ Fexp = —78,8 eV.
Qo0 No proximo slide, referéncia para outras aproximacoes. N Y

4.\' 5
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FI002 Particulas Idénticas: Atomo de Hélio

Aula 20 TABLE 82 Pag. 291, de ""Quantum Chemistry", Donald McQuarrie,
Ground-State Energies of the Helium Atom* University Science Book, |Ist edition (1983).
/"/ ) lonization
/ Method Energy/au energy/au

Perturbation calculations

\ J Complete neglect of the inter-
2 electronic repulsion term —4.00 2.00
First-order perturbation theory —-2.75 0.75
Second-order perturbation theory -291 091
Thirteenth-order perturbation theory® —2.90372433 0.904
e lau=27,212 eV
Variational calculations
(1s)* with { = 1.6875 —2.8477 0.848
(ns)? with { = 1.61162
n = 0995 —2.8542 0.854
5 Hartree-Fock* —2.8617 0.862
\ g Hylleras,? 10 parameters —2.90363 0.904
: = Kinoshita,® 39 parameters —2.9037225 0.904
: Cg Pekeris,” 1078 parameters —2.903724375 0.904
- i.% “ These are nonrelativistic, fixed-nucleus-approximation energies. Corrections for nuclear motion
R S and relativistic corrections can be estimated to be about 10™* au. The experimental result for the
0%, g energy is —2.9033 au.
033 O & b C. W. Scheer and R. E. Knight, Rev. Mod. Phys. 33, 426 (1963).
wo = “C. C.J. Roothaan, L. M. Sachs, and A. W. Weiss, Rev. Mod. Phys. 32, 186 (1960).
J 000 4 E. A. Hylleras, Z. Physik 54, 347 (1929).
A ¢ T. Kinoshita, Phys. Rev. 105, 1490 (1957).

Qo i o
Qo 7 C. L. Pekeris, Phys. Rev. 115, 1216 (1959). é"%
MAPLima —

UNICAMP




FI002 Particulas Idénticas: estados excitados do atomo de Hélio
Aula 20 Agora, vamos ilustrar os efeitos quanticos decorrentes da identidade dos

elétrons em estados eletronicos excitados do atomo de hélio. Na linguagem
de particulas independentes, consideraremos apenas o caso (1s)(nf). Lembre
que n é o nimero quantico principal e s > ¢ =0;p — £ =1, etc.

Em analogia com que fizemos para o estado fundamental, podemos escrever

a energia deste estado como E = Eig9 + Fnem + AE. Em teoria de pertur-

5 + — singleto
bacao de primeira ordem, temos AE = <€> =14J,
= — — tripleto
I e J sao integrais direta e de troca, respectivamente. Isto é:

2

I= /d3x1/d3$2\¢100(xl)|2\¢ngm(xz)|2e—, com analogia classica, reflete
£ T12
1

%\ a interacao entre duas densidades de carga — / d’x / d’zop1(X1)— p2(x2)

© 712

8

i € * * z
o g J = /d3ZC1 /d3x2¢100(xl)¢n€m(x2)T—wloo(x2)¢n£m(xl) é de natureza
5P "
%%% £ quantica.

<§8°o° o [ é claramente positiva. E possivel mostrar que J também € positiva. R
[~}
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FI002 Particulas Idénticas: estados excitados do atomo de Hélio
Aula 20 Com I e J maiores que zero, podemos representar graficamente a energia do

estado excitado, conforme figura abaixo.

Singleto
J

LJ
I Tripleto

E100 + Enem

A Interpretacao fisica é a seguinte:

e A energia de particulas independentes sobe de I(fica menos negativa)
quando levamos em consideracao a repulsao direta entre os elétrons.

e Sem a repulsao eletronica, tripletos e singletos seriam degenerados.

No caso singleto, devido a simetria par na troca espacial de elétrons,

'_%
§ (densidade eletronica # 0 para r1 = ra), os elétrons ficam mais
% proximos que no caso tripleto (anti-simétrica na troca espacial -
% densidade eletronica = 0 para r; = rz). Assim, o termo de repulsao
g § ; (’ _ﬁ: eletronica tem efeito maior para elétrons mais préximos do que para
08%8”0 : elétrons mais separados. Por esta razao o tripleto tem energia,
R mais negativa que o singleto. N
Y
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FI002 Particulas Identicas: estados excitados do atomo de Hélio

Aula 20
(15)(2p)
(15)(25)
D
-

para-He

o

935:

Q92 A -
O&?@ = distancias macroscopicas.

Qoo
Qoo

MAPLima

2S+1£J

v’,' v’/’v/’/:
(1s)(2p) 'Pr

(1s)(2p) “Pa1
(1s)(2s) 'S,

(1s)(2s) 38,

(18)2 150

Aqui, poderiamos dizer, reside a origem do ferromagnetismo - fruto do

alinhamento dos spins atomicos a ponto de seus efeitos se estenderem a
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F1002 Particulas ldénticas: estados excitados do atomo de Hélio
Aula 20 Mostre que a parte espacial das seguintes funcoes tem a forma esperada do

slide 1 (simétrica na troca para singleto e antissimétrica para tripleto):

CL)\IJQ(Xl, Xz) = 2_1/2

P15(x1)(1) ¢13(X1)5(1)|
P15(x2)(2)  P15(x2)B(2)

P1s(x1)a(l)  @2s(x1)B(1) ‘_ P15(x1)B(1)  P2s(x1)a(1)
P1s(x2)a(2)  Pa2s(x2)5(2) P15(x2)B(2)  Pas(x2)(2)

b)\Ill(xl,xz) = 9

P15(x1)a(l)  @as(x1)a(l)

c o (X1.Xg) = —1/2
JWalx1,%2) =270 ) (%)(2) o (x2)0(2)

§
3 r ) — o—1/2 | P15(X1)B(1)  ¢2s(x2)5(1)
gl =20 0)B0) dunlxa)BO)
33 ( P gulealall) enrd) | | ula)sl) gnfeajaly
d’?gi;o N P15(x2)a(2)  P2s(x2)5(2) P15(x2)B(2)  P2s(x2)a(2)
900 €)Vy(x1,x2) = 5 é“_'}é ?

MAPLima ver, na nossa paging, a contribuicdo do Willian (2020)  ucawe



F1002 Particulas ldénticas; estados excitados do atomo de Hélio
Aula 20 Considerem conhecidas as integrais:

2¢2

/d?’i’flw?(m)(pl — i) = hy

2m 1

2
€ Cape
[ [ daatiitca) Py xa) P =< il >=

2
* . € .
/d3x1 /dgﬂfgwi (x1)9; (Xz)?wj(xl)wi(xz) =< ij|ji >= K,
2
Calcule em funcao de h;;, J;; e K;j :

(I)EO = <\P0’H’\If0>

§» b)Ay = (V1 |H|¥1) — Ey
%
g C)AQ = <\I’2’H|\P2> — EO
i
53, /B
Oo%‘c},o 8 d)As = (V3|H|V3) — Eo
6??’83;0 ver, na nossa pagina, a contribuicao do Alan (2020)
Qo0 -y
e)Ay = (U, |H|U,) — Eq avz, "
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Fl1002 Particulas Idénticas: estados de muitas particulas
Aula 20 O formalismo pode ser extendido para sistemas com mais particulas. Para

isso, basta generalizar que
Pw]k’>]k”>\kz>\k7’+l>]k3> = [EY|E") .| RDY R LR
Obviamente, continuamos a ter Pfj = 1 e consequentemente os autovalores
possiveis de P;; sao, novamente, = 1.
E importante notar, entretanto, que, em geral, [P;;, Py] # 0. Para ver isso,
PasPual k)K" K"y = Pas|k”) k) [K") = [K)[1") )
considere 3 particulas:
Pra Pos|E")|E")|K") = Pua|K') ") [E") = [E")[E")|E")
E uma boa idéia explorar melhor o sistema de 3 particulas. Supondo que as

particulas estejam em 3 estados individuais distintos, k'), |k) e |k"), de

IN

quantas formas podemos construir o estado do sistema? Que tal 3! = 67
() [K)E")E"); (D) [K") K" K" )

Sao 6 kets linearmente independentes < (¢)|k”)|k"")|E'); (d)|E"")|k")|k")
(e[ EVE"); (IR E)E)

Combinaremos estes estados para obter estados simétricos e
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O oo anti-simétricos mediante V. S o
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FI002 Particulas Idénticas: estados de muitas particulas
Aula 20 Por construcao, mediante VP;;, encontramos um simétrico e um anti-simétrico.

1
%(‘k/>‘k//>’k///> :l: ‘k//>’k_/>’k///> + |k//>’k///>|k/> :I: ’k///>|k//>‘k/>_'_

_|_ ‘k///>‘k/>‘k//> :l: ‘k‘/>‘k‘///>’k//>)

Outros 4 estados, sem simetria definida para VF;;, poderiam ser construidos.

|k/k//k”/>:|: —

E possivel construir um operador que causa ‘“rotacao entre etiquetas”. Para 3
particulas, ele é P; = PjoPs3 (direita) e P, = P12 P13 (esquerda). Note
Palk')[K") K"y = PraPos ') K") K"y = Paal ') K [k”) = [K"){I) )
{Pek’>’f”>k”’> = PioPis|k") k") [K") = Pio|K")|K")|K") = [E")|E")|K)
Se duas particulas ocupam o mesmo estado individual de particula, nao é
possivel construir um estado totalmente anti-simétrico. Entretanto, ainda

, ’ . . 4 . 11/ /
é possivel construir um estado totalmente simétrico. Por exemplo, £ = k

A aplicacao direta da férmula acima daria a normalizacao incorreta, isto é:

2 ANERZANEN, IANERANEN, INTEIN | 1 , !
_ %Qk}\k MNE") + K"KV K") + K'Y K )|k >)- Mostre que ¢ .

Para um caso geral de N partz’culas, com N1 em k(l),Ng em k(2>, ey Ny,

’k/k‘//k/>+
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