F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Um bom exemplo do que discutimos até aqui estd no chamado gas degenerado

de férmions. Especificamente, estudaremos o gas degenerado de elétrons, uma
colecao de elétrons, interagindo entre eles por meio do potencial repulsivo
coulombiano, mas prisioneiros, devido a acao de um potencial atrativo médio,
do meio em que se encontram. Exemplos: (1) plasmas de alta temperatura,
(2) os elétrons de um metal (bulk metal).

A Hamiltoniana do problema: H = H.,; + H, + H.;_}

—mlxg

¢ 2 —xs |
— b; 4 1.2 e ~ 17 OHni
Ho =3 ;35 +5€° D0 i “m -~ = Darte eletronica.

(repulsao entre as

o x! — x| partes do “background”,
Hy = te? [P [ Bz p(x") p(x") e = 4
¢ onde 4 2" / PIX)PX) S=am onde se encontram
§ | 0s elétrons.
3
o
: interacio dos elét
Z — plx—x] interagao dos elétrons com
8 Hy p=—-e2Y . [Bop(x) et = i
g;o g \ e sz px) |x—xi] o “background”.
033< ’ B
08%’ .. o Usamos o potencial coulombiano blindado e faremos p — 0 no final.
Qoo
99° o p(x) é a densidade de particulas positivas do “background”. N

|
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Se considerarmos um “background” homogéneo (sem estrutura), com

p(x) = N/V para um sistema com volume L®, podemos re-escrever Hj,

. / 1/
considerando x = X' — x"', para obter:

|

Hy = 162/d?’a://d?’a:”p(X/)P(X”)e_MX/_X/ =
2 |X’—X”|

1 ,(N\? [ 4 e kXl 1 J/N\? 4ar 1 ,N24r

= —e?| = s’ | d&x = =) V=S = 2ef— .

2° <v) / f”/ 2 \v) Ve v

Ou seja, nestas condicoes o “background” contribui apenas com uma

constante aditiva na energia. Embora o resultado pareca explodir com

1 — 0, veremos que isso nao é um problema. A interacao dos elétrons com

esse background homogéneo pode ser re-escrita por:

- —p|x—x;| N2 4
= 2 3 € 4l
= —e d°x — = —¢*— "=, Juntando tudo, temos:
§ s >/ ( )\x—xm %
1N o e
2 H=—-¢e"— ‘|‘ Z Z até aqui, sé escrevemos
g 2V u? x; — X o
g o g N - P i jAi 1 J a Hamiltoniana
og O E H/—/ N -~ J
d’§o constante 1-particula 2-particulas
Q0
e Como ficam na linguagem de 2a. quantizacao? N
4.\' 2
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Exemplo: Gas degenerado de eléetrons

Aula 22 Vamos escreve-los, usando a base de momento linear para uma particula com

o
33
e
s
e
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spin 1/2, isto é i = {k, A}, onde A\ = =+ indica o spin do elétron para cima ou
para baixo. Na estratégia de normalizagao da caixa (k' \|p|kA) = hkdkdan
e com isso podemos escrever:
2 21,2
Pi °k”
= K = ——— a0\
%}\: 2, k) Wk

— 2m
1

Analogamente, usando o que foi desenvolvido para operadores aditivos de duas

particulas, temos

1
Y = 5 >y ) S:<k1A1k2A2|V|k3A3k4A4>a};ma;gmakmakm
ki1 koo kg3 kay

onde <k1)\1k2)\2‘V‘k3)\3k4)\4> é igual a
/ d>x’ / Az V(x',x") (ki A\ |x") (X' |kaAs) (ko da|x") (X" |kgds) =

//|

e? 3 3 //G_MX/ * iky.x' .t _iks.x’ ike.x" 1 ikg.x"
—_ - : ) o ) 4.
T V2 d”z dx %! — x| e XA, € T X T XA € X4

2 — Ky
e e . ) . )
> d3y / de . e itk . (y+x) 5>\1>\3 ezkg.(y—l—x)6 zkg.xezk4.x5>\2)\4

/" 3.1 3
X'=x —d’x" =d°x b A
onde, substituimos ) . §“’$
y =x'—x" = d®z' = d% a3



F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 E assim, (ki \ikao|V|ksAskg)y) fica

2 e_luy

(& . '
— —25>\1)\35)\2>\4 /dS.CE 6_1(k1+k2_k3_k4)'X/d3y e—z(kl—k3).y _
v Yy

2 _
© € i —i(kl—k3).y

3
— V5A1>\35>\2>\45k1+k2,k3+k4 /d Yy 76

. . 3 e—uy 4 47T
Tomando ki — ks = q, e a integral conhecida | d’y ——e™"Y = —+|
Y q- + p
temos, finalmente:

e2 4

(k1iA1k2A2|V]ksAskaAs) = 75>\1>\35>\2>\45k1+k27k3+k4 g2 + 2

Ox; 25010, — O potencial nao causa mudancas nas orientagoes de spin

onde
Ok, +ks ks+k, — indica que o momento linear é conservado no processo

Com isso, podemos escrever o potencial na linguagem de segunda quantizacao:

1
V= YY) (kihikao|ViksAskada)al  afy aiga, G
ki1 koo kg3 kay
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 gomando em A3 € Ay, temos:

62 41 T T
V=9 D D 2D Dkatakatka T35 ey x, Hepn, Bhea o Okea
q° + p
ki1 kaXds kg kg

(1) ky +ka = ks + ky
2) k1 — kg =
A soma quadrupla pode virar uma soma tripla com: < (2) Y 3 =4
(3) ks =k
((4) ka =p

((2) + (3) = k; = q+k = este resultado juntamente com
(3) e

ou melhor < (4) ma (1) = ks tPp—(atkj=p—q

ks =k
\k4 =P
g . o » .
§ Realize a soma em ko, e troque as varidveis para obter:
-g Y 62 41 T 1
T kpg A1 A2
5 :
95 E
Q99 o o, . 0 .
o{%?w = Antes de prossequir, € importante analisar a contribuicao de q = 0, pois ela
Qoo . A . .
Qo2 causa uma divergéncia no denominador quando p — 0. g
NG,
¥ 5
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Exemplo: Gas degenerado de eléetrons

2
e 4
A contribuicao de q = 0 é dada por: V‘q:O = o7 g g —2aL>\1aL,)\2ap,\2ak>\l

kp )\1)\2
Usando a tabela de anti-comutacao de operadores de criagao e aniquilacao

de férmions da aula passada, podemos escrever:

aLaAlaL,A2ap>‘2ak>‘1 = _aLAlaL,A2ak)‘1ap>‘2 — aL,Al (ak}ﬂal))\g - 5kp5>\1)\2)ap>\2
. e? 4m + + e? 4m ,
Vg eSS o, (1, — B on, = e (V)
kA1 pA2

. . e? 4 2 . .

O primeiro termo, W_zN cancela exatamente com o primeiro termo da
L

e . e? Am .

Hamiltoniana H (slide 2). O segundo termo — W—2N pode ser interpretado
(4
: , o e? 4m
como a energia de N particulas, com cada uma contribuindo com — v 2
L

Como V vai para infinito com L® e y vai & zero, mas mantendo uL >> 1

(condicdo do potencial coulombiano blindado), temos: Vu? — oo e ..

2

e’ 4r -
— — N — 0 com isso podemos escrever H da sequinte forma: N/
2V p? ¥ 0
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons

27.2
Aula 22 HO — o 712#1 GLAakA até aqui, s6 escrevemos
a Hamiltoniana
H=Ho+ H1 com

_ P
Hl T 2V kaq Z)\1>\2 q —I—,LLQ ak+q >\1 P—q, >\2ap)\2ak>\1

onde a Z ' significa somar sobre todos os valores de q, excluindo q = 0.

Lembre que o que fizemos até agora foi construir a Hamiltoniana do problema
com a hipotese que o background (onde se encontram os elétrons) de cargas
positivas é homogéneo.| Resolver o problema ¢é uma outra estéria.|Aqui vamos
usar teoria de perturbacao de primeira ordem com H; como perturbacao de H,.
Em condicoes especiais, isso pode resultar em uma boa aproximacao da situacao

real.

Primeiro, vamos introduzir variaveis que reflitam a escala do problema em

8 questao. Imagine que cada “sitio” positivo tenha um volume de 4?777“3 Se assim

47
fosse, o volume do sistema seria V = N ?TS e .. a densidade mencionada

1
. 47 ) ) . 2
3 seria N/V = (—ro . A escala natural de rg seria o raio de Bohr ag = %,

" B
5P :
d’§3§o sugerindo a defini¢do de um parametro adimensional ry = rq/ag.
Qoo R
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Fl002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Pelolado da energia, como seria o estado fundamental desse sistema de férmions?

Como dois férmions nao ocupam o mesmo estado de uma particula, é preciso
preencher os niveis (caracterizados por k, A) até um certo valor maximo kr com
energia, conhecida por energia de Fermi. Ou seja lote, aos pares (A = +) todos
os k's com k < k. Ou seja

lousa 1 para z <0

N=> O(k-kp)— Z/ 3k ©(k — kp) com O(z) =

k,\ A

0 para x > 0

1% Ar oV 81 . V SN\ P
Isso forneceN:(27T)3 ;—kF = — ki =——<kie . kF—(gﬂ' V)

O 1

1/3
< Usando N/V do slide anterior, temos kp = (Z) —, ou seja, kr, o k da
o

energia de Fermi é aproximadamente o inverso da distancia entre particulas.
g Usaremos a mesma estratégia para calcular a energia do estado fundamental e o
& termo de primeira ordem, de perturbacao,

95
935 G kp (F[HolF)

d??ow ou seja, usaremos |F) =|1,1,1...1,0,0,...) para calcular
N ——
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FI002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 h?
Comegamos por B = (F|H,|F) = o Z k*O(k — kr), onde novamente
m
kA
trocaremos a soma pela integral para obter:

2 v B2V ko ane?  k°
BO — /d3kk2@/~c—k - 24— = 207y 2F
om (27)3 z; b =kr) = 5 @ 25 =22V

1/3 5
(VZN%TTg (Q_W) / 4
e 62 47T 3 4 "o

— g0 = 90
S\ P =Ny 5
\kF - (T) ro

2 4 5/3 1 2 2/3 1
que simplificando fica g = 2% on T2 doc §N o 2
2 37\ 4 51 2 5 4 ro

23 (9r\*/*1
para finalmente obter, com rqg = rsag, a expressao EO = —_ N[ ZZ —
2a0 D 4 72

S

62

oy ¢ a energia de ligagao do elétron (13,6 eV) no dtomo de hidrogénio.
ao

Assim, a energia por particula do sistema nao perturbado é dada por:
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22

O termo de correcao de primeira ordem ¢ dado por

2
1 e 4
B = (FIGIF) = 55 3" D (Flokcrai, ap-anstontion | F)
pPa Ai1A2

Para calcular isso, observe que:

e como F representa o estado fundamental k < kp, caso contrario axy,|F) =0

« 1 _»

e 0 que for destruido entre os orbitais ocupados pelos “a’s” precisa ser

re-construfdo pelos operadores a'’s, caso contrario

<F‘a’lT<—|—q,>\1aL—q,>\2aP>\2 ax, [F) =0

P—q7#Pp
< ® como q # 0 (lembre do significado da Z "), necessariamente ¢ e
§ k +q # k.
3
% k+g=pelrr=X\
“E e assim s6 nos resta fazer ¢ e
ggog p—q=ke X =)\
d’§o°o permitindo eliminar as somas em p e em Ay, fazendo p=k+q e Ao = ;.
i R
“* 10
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Fl1002 ‘Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Assim, a correcao de primeira ordem é dado fica

41
EW = (F|Hy|F) = 2VZ Z (Flafyqx, aL xtieras axx, [F) =
ka M\

anti-comutam (distintos)

e 7'('
— ——V Z Z _2 (a’;r(-Fq,)\l a'k+Q,>\1) (a'I{)q ak}\l) |F> —
kg M\

— 2V e /d3 /d3 —@ ([k+da|l —kr)O(k — kF)
akAakA1)|F> Ok — kp)|F)

*++) F) = O(|k + al — kz)|F)

onde usamos que <

\
V2
e que Z’Z—>2>< 2n)8
kq )\1
variavel k =P — q/2 = d°k = d°P e inversao das integrais, nos leva &

53, BT )
OQG = _ Sy Y /d3 7T/df’)P@(|P+—| )@(|P—9|—kF)

65§ 2V (27)8 q>
Ooo
90° A integral em d>P é o volume de intersecdo de duas esferas de raio R

: '
MAPLima L com distancia g entre seus centros. e 11

/ >k / d®q. Uma nova mudanca de
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FI002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 p,;p ver isso, observe na figura abaixo que o ponto P corresponde ao ponto

P — a com respeito ao centro da esfera superior e ao ponto P + % com

respeito ao centro da esfera inferior. As esferas tém raio kp.

O(IP + 5| — ki) O(P = |~ k)

\ . 7

P-- 1 para pontos internos 1 para pontos internos
da esfera inferior da esfera superior

‘>

— Y. %
=g 4{/
2 & SO os pontos da intersecao das duas esferas dao 1

para ambas as funcdes ©. A integral em d°P
corresponde ao volume de intersecao.

lousa

%, 9

) -

08‘%003 Para obter o volume, calcule em coordenadas cilindricas: 2 / m(ks — 2%)dz
Qo0
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FI002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 2 1/3 2
3 /(9 1 0,916
Assim, fazendo as contas temos: EW = — ‘ 5 N ( > PO N - ;
205 2w \ 4~

Ty 2a3 Ty
fornecendo uma energia por particula em primeira ordem igual a

E EO4+ED g2 (2,21 0,916)

N N 2a2 \ 12 Ts
E/N Exact result as r, — 0 E/N é a energia de coesao (por atomo), ou
melhor, a energia necessaria para arrancar
0.10e%/2a, um atomo do metal.

= ==

B 6 8 10 7
= i Q3
e e

§ 2 e /,/\;i_g:]er solhid”

E ~0.10¢*/2aq |

S EIN = —0.095¢*/2a

5 — _ e’ B
. % o ponto E/N = 0’0952a3 = —1.29 eV metal de E/N =—1,13 eV
oggo g de minimo sédio
%ﬁ’@ 300 rs = 4,83 r. = 3,96

ol : , o _ . A
Um acordo muito razodvel para um modelo tao simplificado! S 13
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Aula 22
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Element

Actinium
Aluminum
Americium
Antimony
Argon
Arsenic
Barium
Beryllium
Bismuth
Boron
Bromine
Cadmium
Calcium
Carbon
Cerium
Cesium
Chlorine
Chromium
Cobalt
Copper
Curium
Dysprosium
Erbium
Europium
Fluorine
Gadolinium
Gallium
Germanium
Gold
Hafnium
Holmium
Indium
lodine
Iridium
Iron
Krypton
Lanthanum
Lead
Lithium
Lutetium
Magnesium
Manganese
Mercury

L

Cohesive Energy

Click v to see citations

Per Mole

410 kJ/mol
327 kJ/mol
264 kJ/mol
265 kJ/mol
7.74 kJ/mol
285.3 kJ/mol
183 kJ/mol
320 kJ/mol
210 kJ/mol
561 kJ/mol
118 kJ/mol
112 kJ/mol
178 kJ/mol
711 kJ/mol
417 kJ/mol
77.6 kJ/mol
135 kJ/mol
395 kJ/mol
424 kJ/mol
336 kJ/mol
385 kJ/mol
294 kJ/mol
317 kJ/mol
179 kJ/mol
81.0 kJ/mol
400 kJ/mol
271 kJ/mol
372 kJ/mol
368 kJ/mol
621 kJ/mol
302 kJ/mol
243 kJ/mol
107 kJ/mol
670 kJ/mol
413 kJ/mol
11.2 kJ/mol
431 kJ/mol
196 kJ/mol
158 kJ/mol
428 kJ/mol
145 kJ/mol
282 kJ/mol
65 kJ/mol

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 491491494949149149494914914949494949494949494944949490Hm4

O N = b N B O BN WO W W N B O MWW W Wb B O B N NN W NO NN WD

Per Atom

.25 eV/atom
.39 eV/atom
.73 eV/atom
.75 eV/atom
.080 eV/atom
.96 eV/atom
.90 eV/atom
.32 eV/atom
.18 eV/atom
.81 eV/atom
.22 eV/atom
.16 eV/atom
.84 eV/atom
.37 eV/atom
.32 eV/atom
.804 eV/atom
.40 eV/atom
.10 eV/atom
.39 eV/atom
.49 eV/atom
.99 eV/atom
.04 eV/atom
.29 eV/atom
.86 eV/atom
.84 eV/atom
.14 eV/atom
.81 eV/atom
.85 eV/atom
.81 eV/atom
.44 eV/atom
.14 eV/atom
.52 eV/atom
.11 eV/atom
.94 eV/atom
.28 eV/atom
.116 eV/atom
.47 eV/atom
.03 eV/atom
.63 eV/atom
.43 eV/atom
.51 eV/atom
.92 eV/atom
.67 eV/atom

L

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 414914949491419149494949494949494949494949494949490m4

Molybdenum 658 kJ/mol v 6.82 eV/atom v
Neodymium 328 kJ/mol v 3.40 eV/atom v
Neon 1.92 kJ/mol v 0.020 evV/atom v
Neptunium 456 kJ/mol v 4.73 eV/atom v
Nickel 428 kJ/mol v 4.44 eV/atom v
Niobium 730 kJ/mol v 7.57 eV/atom v
Nitrogen 474 kJ/mol v 4.92 eV/atom v
Osmium 788 kJ/mol v 8.17 eV/atom v
Oxygen 251 kJ/mol v 2.60 eV/atom v
Palladium 376 kJ/mol v 3.89 eV/atom v
Phosphorus 331 kJ/mol v 3.43 eV/atom v
Platinum 564 kJ/mol v 5.84 eV/atom v
Plutonium 347 kJ/mol v 3.60 eV/atom v
Polonium 144 kJ/mol v 1.50 eV/atom v
Potassium 90.1 kJ/mol v 0.934 eV/atom v
Praseodymium 357 kJ/mol v 3.70 eV/atom v
Radium 160 kJ/mol v 1.66 eV/atom v
Radon 19.5 kJ/mol v 0.202 eV/atom v
Rhenium 775 kJ/mol v 8.03 eV/atom v
Rhodium 554 kJ/mol v 5.75 eV/atom v
Rubidium 82.2 kJ/mol v 0.852 eV/atom v
Ruthenium 650 kJ/mol v 6.74 eV/atom v
Samarium 206 kJ/mol v 2.14 eV/atom v
Scandium 376 kJ/mol v 3.90 eV/atom v
Selenium 237 kJ/mol v 2.46 eV/atom v
Silicon 446 kJ/mol v 4.63 eV/atom v
Silver 284 kJ/mol v 2.95 eV/atom v
| IS 107 k3 /mol v 1,113 ev/atom v
Strontium 166 kJ/mol v 1.72 eV/atom v
Sulfur 275 kJ/mol v 2.85 eV/atom v
Tantalum 782 kJ/mol v 8.10 eV/atom v
Technetium 661 kJ/mol v 6.85 eV/atom v
Tellurium 211 kJ/mol v 2.19 eV/atom v
Terbium 391 kJ/mol v 4.05 eV/atom v
Thallium 182 kJ/mol v 1.88 eV/atom v
Thorium 598 kJ/mol v 6.20 eV/atom v
Thulium 233 kJ/mol v 2.42 eV/atom v
Tin 303 kJ/mol v 3.14 eV/atom v
Titanium 468 kJ/mol v 4.85 eV/atom v
Tungsten 859 kJ/mol v 8.90 eV/atom v
Uranium 536 kJ/mol v 5.55 eV/atom v
Vanadium 512 kJ/mol v 5.31 eV/atom v
Xenon 15.9 kJ/mol v 0.16 eV/atom v
Yiterbium 154 kJ/mol v 1.60 eV/atom v
Yitrium 422 kJ/mol v 4.37 eV/atom v
Zinc 130 kJ/mol v 1.35 eV/atom v
Zirconium 603 kJ/mol v 6.25 eV/atom v




FI002 Lousa
Aula 22 slide 8

Na normalizagdo da caixa temos k; = 2mn; /L. Assim,

A em uma dimensao dk; = 2wdn; /L — em 3 dimensoes

dk;dk;dky, = d°k = (27)3 /L? dn;dnjdny,

contagem de 1 em 1

, 1 slide 12
N —
q f Coloque o z = 0 aqui e observe que a
2 I integracao em z comega em ¢/2 e vai
até ky. Note que o disco que sai do

slide tem raio p = |/k} — 22 e drea

Tp® = W(k? — 2%). Note que a integral

kf
/W(kj%—zQ)dz é a metade do volume
q/2

desejado.
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