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Quantizacao do campo eletromagnetico
As equacoes de Maxwell fornecem uma descricao classica completa de campos

elétricos e magnéticos que nao interagem no espaco “vazio”. A descricao destes
campos na Mecanica Quantica téem seus truques e iremos, levemente, explora-

los nesta aula. Usaremos o formalismo de particulas idénticas desenvolvido nas
aulas passadas para este fim. As “particulas” envolvidas, como vocés ja devem

ter imaginado, sao os fétons (obedecem a estatistica de Bose-Einstein).

~Equacoes de Maxwell no espago livre (de cargas e correntes).

(1) V.E = 47p(x,t) (1) V.E=0
(2) V.B=0 plx,t) =0 (2) V.B=0
R para { e temos < R
3) VxE+2128 =0 Tx.t) = 0 3) VxE+2128 =0
X —
((4) VxB-—198 — 4n](x ¢) ’ (4) VxB-12E —

O procedimento tradicional é postular um potencial vetor A(x,t), tal

que B =V x A (para satisfazer a equacgao (2)). Sem cargas e correntes é usual

1 0A
utilizar o Gauge de Coulomb, onde V.A =0¢ E = Ty = Equacgoes (1)
c
e (3) também ficam satisfeitas. A equagao (4) é satisfeita se A for solugao de:
a _106A lousa
1 c ot 2 1 0°A s
VxVxA-—— -0 — | V°A — =0 A
c ot 2 ot ¥ 1
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FI002 Quantizagao do campo eletromagnético
Aula 23 Ou seja, o potencial vetor A(x,t), satisfaz uma equacio de onda, que viaja

com a velocidade da luz, ¢, conforme previsto.

1 9°A . .
Solucdes para VA — —QW =0=A(x,t)=A(k)eTEXeTwrt com wy, =Kk|c
c
Note que o Gauge de Coulomb V.A =0=k.A(k)=0e ... A(x,t) L k.
O potencial vetor € perpendicular a direcao de propagacao. Por esta razao, o

Gauge de Coulomb é conhecido por Gauge transversal. A notacao da solucao

geral pode ser simplificada parafA(x,t) = Z éx) Ak (X, t)londe €y sao dois
Kk,

versores (dois valores de \) perpendiculares a k e a forma geral para Ay (x,1t)

fica

_ —i(wrt—k.x) x _+i(wrt—k.x) Note que A, ; (x,t) é
Ak)‘ (X’ t) o Akke + Ak)\e uma fungao escalar!

£
:
% Note que k e —k correspondem a diferentes termos na soma e que Axy e Ap,
£ $a0 numeros (ndo sao funcoes de r e t). Note também que a equacao diferencial
©
83 (’js‘j que define A é linear e .. combinacao de solucoes também € uma solucao.
Qoo B : . . .
= Estamos somando e nao integrando por que faremos a normalizacao da caixa.
o o
ooo A forma de Ag)(x,t) é para garantir que A(x,t) seja real e R

MAPLima seu analogo quantico Hermiteano. u:‘,::, 2
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Quantizacao do campo eletromagnetico

Aula 23 Como veremos que serd util, ¢ melhor tomar os vetores unidade ej) nas direcoes

de polarizacao circular, ao invés da polarizacao linear. Ou seja: se a polarizacao

linear tem direcoes e( ) e el(< ), perpendiculares a k, tomaremos
1

. (1) .A(Q)
ek:l:—:F\/?( T i€ )7 lousa

€y * €4l = TOaN
que possui as seguintes propriedades (mostre)
éi‘b\ X éj:k)\/ = :|:i>\(5)\>\/k

onde k é o vetor unitario na direcao de k. — —
ver, na nossa pagina, a contribuicao do

Murilo (2020)

1 0A
_ Os campos elétrico, E(x,t) = 5 © magnético, B(x,t) = V x A, podem ser
S &
)
% E(x,t) = —%%<Zk ) G (Aip e wnt k) 4 gx | etilwnt—kx))
o
8
%esoritos por <
gg O% \B(Xﬂf) — V X (Zk,)\ €1\ (Ak)\e_i(wkt_k'x) 1+ A;;)\e—l—i(wkt—k.x) )
&§Oo°
i W
¥ | 3
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F1002 Quantizagao do campo eletromagnético
Aula 23 A energia no campo eletromagnético é dada pela integracao da densidade de

energia no espaco todo, isto é:
1

E=— [\E(x, t)\2 + |B(x,1)

‘2
8T \V4

onde espaco todo é, como antes, o volume V = L3 com condicdes periédicas de

contorno. Na linguagem do eletromagnetismo estamos em uma cavidade imensa

27
com paredes condutoras, o que significa k = (k;, &y, k.) = f(nx, Ny, M) COM

Ny, Ny € N, Inteiros.

Do slide anterior, podemos calcular o campo elétrico:

1 ~ 6 —(wrt—k.x * a (wrt—k.x
E(x,t) = _E(ZekA(Ak/\ae Wtk )‘I‘Ak,\aeJr( K ))> -
k,\

. — t—k. * +i(wrt—k.x)] A
B Ezwk T e I N e
k,\

e seu complexo conjugado (para o primeiro termo de &)

i .
9 1 . 1/ o 1/ R
83‘5(’ E*(x,t) = —- E Y TV [

o5

C / /
d’§3°° KA
Q0
lousa o
4
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Qo0 As varidveis Agy e Ay vao virar operadores de criagao e R\

MAPLima aniquilacdo: .. mantenha a ordem ao realizar o produto! — sweaw



F1002 Quantizagao do campo eletromagnético
Aula 23 A colocar este resultado na expressao da energia, mantendo a ordem dos

futuros operadores Axy e Ay, terfamos duas somas (com linha e sem linha)

de quatro produtos que pode ser simplificada, lembrando que as ondas livres

sao ortogonais, isto é / el (eFK)x g3 V 0k, +k . Isso permite escrever
w?
/ ‘E X, 1) ‘ Pr = Z kV[Al*{/\AM + A A+

2twit —21
+ Alt)\AikAe WEE 4 AxaA_xoe wjkt]

O que muda para a contribuicao do campo magnético? O efeito do rotacional,
/ L4 wk A A A Ve .
na pratica troca o —ey) por k x ex). Como ambos tém o mesmo mdodulo, pois
c

k x é\|? = [k|? = w?/c? = k2, a diferenca estd apenas no fato que na troca
k Y s p q

é}i)\-é—kk’ = —15)\,>\/ . e~
k - —k . ’ e com isso a contribuicao
(k X ek)\) (—k X e_k)\/) = 15)\)\/

do campo magnético fica:

/ ‘B X, 1) ‘ dr = Z ka[Al*()\Ak,\ + Axn Aj+
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FI002 Fotons e Quantizacao da Energia

Aula 23 Com isso a energia no campo eletromagnético fica dada por:

g= L [\E(X B|” +|B(x t)ﬂ = LVZ L [AI*O\AIO\ + Aa A
8t Jv ’ ’ 47 — c2

Nosso objetivo agora € associar esse valor de energia ao autovalor de um
operador Hermiteano. Fazemos isso com a hipdétese sobre o campo
eletromagnético seja composto por uma colecao de particulas idénticas

chamadas fétons.

um operador que cria um féton
a;(k) = ¢ com polarizacao A\, momento hk,
e energia hwy = hck.

Para isso definiremos <

§\ um operador que aniquila um féton
5 ax(k) = { com polarizacdo A\, momento hk,
O :
g \ e energia hwy = hck.
i
5 g Com a hipdtese de que os fétons nao interagem, a Hamiltoniana é aditiva
Q3. =
%.%%O 2 de uma particula, que conforme vimos, pode ser escrita por:
69 350 _ T (k k
33% M= > el (Kar( o e

MAPLima kA “a¥ |6
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Fotons sao bosons ou fermions? Qual € o spin do foton?

Aula 23 Um tratamento relativistico mostraria que fétons tém spin 1. Balancando um

o
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pouco as maos € possivel mostrar, sem a relatividade, que isso esta correto. Na

disciplina FI001, capitulo 3 de nosso livro texto, vimos que o operador que roda
em ¢ ao redor do eixo z € o e =%/" Qg autovalores, mh, de .J,, aparecem

explicitamente se rodarmos autoestados deste operador, pois
—1J,0o/h| : __—1m .
e =0 j,m) = e, m).

Lembre que isso deu origem ao — 1 quando rodamos estados de spin % de 2.
Com isso em mente, o que acontece quando rodamos um féton, circularmente
polarizado, sob o eixo k de sua propagacao? As direcoes de polarizacao sao
definidas pelos vetores unidades, ex+, conforme vimos no slide 3. Para roda-los,

A(l) — el({) = cosgpeli) — smgpel({)

note que

A(2) A (2) A (1) A (2)

— €, =sinpe, ’ + cos e,

1 . . 1
& Assim: €xy = $\/§( (1) + i€ (2)) — € = $\/§((cosgpel({) — smgpel({))—l—

+ i(sin goel({) + cos goe( ))) = eF%ery = m = £1

Esperamos que o estado que representa um foton rode conforme roda s%?
NN

polaridade. Isso sugere que os fotons tem spin 1! ¥ | 7
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F1002 Quantizagao do campo eletromagnético: A Hamiltoniana
Aula 23 A Hamiltoniana do sistema de fotons, bésons idénticos, pode ser re-escrita por:

H =3 el (ax (k) = 7 2 oy ] ()ax () + a} (K)ax ()]
kA kA

Podemos deixar esta expressao parecida com o resultado classico, se usarmos a
regra de comutacao dos operadores de criacao e aniquilagao de bdésons no

segundo termo. Isto é:
1
H=)  5horfal(K)ax(k) +ax(k)a) (k) + 1]
kA

1 1
Note que com a definicio Ay = (4whe?)Y/? ax(k), os dois primeiros
i VV 2wy,

termos fornecem a expressao classica. A novidade estd no ultimo termo!

As energias de um campo de fétons sao medidas relativas a um ponto zero,

C

£

gdado por ver, na nossa

3 1 pagina, a

% Ey = E §hwk; = E hwy contribuicao do

e k) k Leonardo (2020)
S

S

3

j=

gg, O Esta € a energia no campo eletromagnético, quando existem zero fotons
Qa5 :

08‘;) & = presentes. Ela ¢ chamada de energia do vdicuo. E um nimero infinito,
Qoo

Q092 porém constante. Uma manifestacao macroscopica € o efeito C’asimir,\\")' A
n .
. . 7/ . /7 ° ] " '
MAPLima forca atrativa entre superficies metalicas — leitura para casa. el 8
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Quantizacao do campo eletromagnetico

Neste curso demos apenas uma olhada rapida e superficial na quantizacao do

campo eletromagnético. Com a definicao de criadores a;(k) e aniquiladores

de fotons ay(k), abre-se um universo de aplicagoes, por meio da relagao
1 1

a
VV 2w

Vimos no semestre passado, em FI001, como podemos incorporar o campo

Ak>\ = (4wh02)1/2 (k)

eletromagnético na Hamiltoniana. Bastava adicionar o potencial vetor ao
€

operador momento linear, p — p — —A, onde termos, do tipo p - A, podem
c

ser tratados como perturbacao. Usando a versao quantizada de A, teremos
uma Hamiltoniana que pode criar e destruir fétons. Podendo, por exemplo,
ter fotons absorvidos por atomos, ou atomos, em estados excitados, decairem

espontaneamente, emitindo um féton.
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FI002 lide | Lousa

AuR 23 o o VX VX A=V x (V.A) — V2A, mas V.A =0
slide 3

Para achar ey, use que el(() X el(f) = k; é1(<2) x k = él(j), k x és) = é1(<2)

ou melhor, o que roda no sentido horario para k, roda no sentido anti-horario

para —k, de tal modo que (sugestio do autor)—k x &_j\ = k X &y (serd?)
slide 4

E(x,t) Zwk [Appe ™ @rt—kex) _ g ptilont—kex)]g, |
“ T

e seu Complexo conjugado

E*(X,t) _E Z wk/ Ak’)\/e—i—z(wk/t k'.x) Ak’)\’e_Z(wk/t k’. X)}ek/)\/
£ k/ A\
§ podemos escrever a densidade de energia devido ao campo elétrico
3
O w2
g / E(x, 1) d*z = Z 2 VAo + Ao+
() 9 2 . o
933 O g + ANAL O A A e
C§ 9 5o Usaremos que / eHkFK)x 3, — Vok +x - S

v S
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