FI002 A equagio de Klein-Gordon: uma interpretagiao para E<0
Aula 25 Primeiro, consideremos a particula livre, onde D,, = 9, e para o qual

T (r,t) x exp[—i(Et — p - x)|. Inserindo (ver problema 8.6) isso em

1
ZDtT = [— —D2(7'3 —|—’l:’7'2) —|—m7'3]T
2m

,
Ey4m \ g,
Y(rt) = 557 ( o ) e PP o B = +E,

m 1/2
(mEyp) m — Ep
obtemos < lousa
_ 1| M= 12 +iEpt+ip-x _
\T(I‘,t) — 2(mE,)t/2 ( Ep +m ) € — b= Ep

Ao resolver o problema 8.6, note que a normalizacao foi imposta para que
a densidade de carga seja p = £1 para E = L),

£ Observacoes

§ e Para uma particula em “repouso”, E, = m e a solugao com energia positiva
% tem apenas a componente ¢(x = 0), enquanto que a solugado com energia
: % negativa tem apenas a componente x(¢ = 0).
ggg (’% e Isso se mantém para casos nao relativisticos onde p << E,, e a solugao com
Ogé’) 39, E energia positiva lé dominada por gb'e a de energia negativa por Y.
e | | T AT i A
Usamos isso para introduzir efeitos relativisticos “leves” na equagao de Schrodinger ¥ 1
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FI002 A equagio de Klein-Gordon: uma interpretagiao para E<0
Aula 25 Para obter mais intuicao sobre o assunto, vamos calcular a densidade de corrente

de probabilidade j. Lembrando que as matrizes de Pauli respeitam regras de

- 2
~ . ~ Tis T4 = 226"ka 74 =1
comutacao e anti-comutacao 7i: 7] 7 = ' . S
{7i,7j} = 20, 7T = i€k Tk (1 # )

1
e, com auxilio de 1D, Y = [ — 2—D2(7'3 +i73) + m73| Y podemos escrever
m

lousa 1 |—> vem do |
8t,0 = at(TTTgT) — (8,5TT)73T + TT7'3 (875T) = —% V2T (7_3 - '57_2)7_3T—|—

1
+ YT rs(ms + z'TQ)V?T] =5 [VQTT(l + 7)Y = YT(1+ Tl)VQT] - -V.j
im
1
Para achar o j, re-escreva Oip = —2,—V : (VTT(l + 7)Y = YT+ Tl)VT)

mmn

lousa

1
e perceba que j = S (TT(I +7)VY - VY1 + Tl)T)> que pode ser re-
im

1

1
L escrito como: j = o (TT(l + 71)(—.

1
- V)T + (;VT)T(l + 7'1>T)) ou ainda

Qo
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0%2 j= 27171 (TT(l +71)pT + (PT) (1 —|—7'1)T> — ip(TT(l + Tl)T)) L4 Eﬂp

m
Qoo w
|_, , - Az,
L particula livre :.: >




FI002 A equagio de Klein-Gordon: uma interpretagiao para E<0
Aula 25 Usando as solucoes do slide 1, temos:

Caso E =+E, (p=+1)

. 1 1 1 1 1 E,+m
_ T _ _ P
J—mPT(1+T1)T— p (Ep+m m Ep)<1 1><m—Ep>

m~ 4mk,
P 2m P
= E,+m m-—-FE = —
Am*E, ( a : ) ( 2m ) Ly
Caso E=—-FE, (p=-1)
1 1 1 1 1 m—F
1] = — TT 1 T = — m — E E m p
1= P (1+7) mp4mEp( p o )(1 1>(Ep+m)
P 2m P
= —F, FE = —
4m2Ep(m g p+m)(2m> Ly
Quando trocamos o sinal de p, o que esperamos que ocorra com j que respeita:
g@t p = —V - j? Deveria trocar de sinal, mas nao é o resultado que encontramos
gacima (ambos os casos tém mesmo valor).
g
s (o troque o sinal de p para a solugao com energia
32 O e negativa (ver slide 1).
%%?% £ Duas formas de COITIgIr 1Ss0: { e troque o sinal de t, tempo corre ao contrario
Qoo . .
Qoo (o que muda o sinal de p e permite S

MAPLima | a energia ser tratada como positiva)“®" 73



F1002 Particulas e anti-particulas
Aula 25 Tivemos o primeiro contato com o que popularmente é conhecido como

particula e anti-particula. Podemos, em principio associar a solucao com
energia positiva Up~o(x,t) da equagao de Klein-Gordon com a “particula”

e o seu complexo conjugado com a “anti-particula”. Isso permite escrever:

(0, +ieA,) (0" +ieA") + m? U harticula(X,t) = 0 = para e

(0, —ieA,) (0" —ieAl) + m? Uanti-particula(X,t) = 0 = para —e

E possivel ir além e resolver a equacao de Klein-Gordon para um sistema
atomico. Quando fazemos isso (ver problema 8.7) o resultado compara bem
com a experiéncia se a particula carregada nao tiver spin. No caso do atomo
< de hidrogénio (elétron tem spin) o resultado nao bate com a experiéncia e isso
§ prejudicou muito a reputacao da equacao de Klein-Gordon. Como na época
%ninguém havia observado anti-particulas, era preciso corrigi-la (ou obter outra
£ equagao invariante mediante transformagao de Lorentz) para obter pelo menos

a C’ 50 espectro do atomo de H correto. Surge, entao, a idéia de Dirac de voltar um

ode

o

95
Q92 ) I
089 ¥~ passo atras e propor uma equacao linear em p.

Qo0

Qoo A A
Problema 8.7: ver, na nossa pagina, a contribuicao da Ana Elisa (2020). Em seguida, um resumo 5‘; 4
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FI002

Atomo de Hidrogénio com a Equacio de Klein-Gordon

Aula 25 O problema 8.7 pede a solucao da equacao de Klein-Gordon para o potencial

colombiano V(r) = —Ze?/r em um estado estaciondrio de energia total E < m.
(a) Assuma que a funcao de onda ¥(r,t) é separavel e pode ser escrita na forma
e Eup(r)/r]Yem (0, ¢). Considere E > 0 e mostre que a componente inferior

é muito menor que a superior e que a equacao radial pode ser escrita na forma:
2

a=ce
d*uy(p) 2EZa 1 L(l+1)—(Za)?
o [Pt - 1 T ) = 0 com 52 = am? - B
p=nr

(b) Assuma que a solucao tenha a forma usual

kK 2 —p/2
u =p (l+ciptcep”+...)e "
e(p) = p"( 1P T C2p ) { Ver Q. Mechanics, L. |. Schiff, p.470

1 1
e mostre que k = ki = +- £ \/(6 + —)2 — (Za)? e que 86 ki serve.

IN

§ 2 2
3 (c) Encontre a férmula de recorréncia entre os c,s e encontre uma razao para
0 "y . . :
8 termind-la. Ao termind-la, mostre que a energia é quantizada segundo a
i
qJ ~
o é expressao | Nio bate com a experiéncia !!
87 g
) .
> = m # quantico
m Qo2 E — % n
égoooo 1 2 ¢— 1 0+ 1)2 2] ) principal
+ (za)? |n =l — 5 4+ /(L + 3)° — (20) Y
¥ 5
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F1002 A equacao de Dirac
Aula 25 A equagao linear que procuramos pode ser escrita na forma (covariante)
(z’fy“au —m)¥(x,t) =0 (m é a massa, como veremos)
onde v* e m precisam ser determinados. Esperamos, obviamente, que ela nos

forneca energias para a particula livre iguais as obtidas pela quadratica, isto é

— E? + p? + m? = 0. Note que é possivel transformar a equacio linear acima
na de Klein-Gordon ([(%(9“ + m?]U(r,t) = O), simplesmente operando sobre a

linear o operador — iy"0, — m, isto é:
(—=iy” 8, — m)(iv" 0, — m)¥(x,t) = 0 = (v70,7"0, + m*)¥(x,t) =0, e
escolhermos v"~*9,0,, = 0,0" = 0"0,, = n"" 9,0, = v"+v" = n"¥. Como """ é
simétrica, podemos escrever: %(7“7” + yAH) = %{7’“‘, v =gt
< Note que as quantidades v*, = 0,1,2,3, nao sao apenas numeros complexos
§ (numeros compleros comutam entre si e eles anti-comutam). Dizemos que 0$

: v respeitam o que € conhecida por dlgebra de Clifford.

S
e =1 () =1
gggo.ﬁg Como (n'l=n*2 =93 =—-1 temosq (')? =—-1sei=1,2,3
08%330 : " =0sep#v YHYY = ="yt se p # v
3% o problema 8.2 da lista 5. Tr(y*) = 0 — Problema 8.8. g}l'g 6.
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FI002

Aula 25 Substiuindo a solucao esperada para a particula livre, ¥(x,t) = N e {ETPX) oy

o
95:
Qoo

A equacao de Dirac

(tv" 0, — m)P¥(x,t) =0

= (t,x)
Lembrando que < p* = (E,p) = | Y¥p,—m=0
8u — (%7 V)

Note que se multiplicarmos a equacao acima por v“p, = m, obtemos

VP Pu =7 Pum = Y Py = m* = " pup = m* = pl'p, —m® =0,

"~

ou seja, a energia esperada para a particula livre = E?—p?—m?=0

Como p, = (E,—p), a equagao da caixa verde fica da seguinte maneira:
VYE —~-p—m=0com~ = (v',v*,7°) que quando multiplicada por 7°,
fornece (lembre que (y)? = 1) . E =~ -p+~"m. Essa é a expressio

gtradicional da equacdo de Dirac, se tomarmos|a; = %" e 8 = A" |para obter:
: H=op+pm
%P ara levar em conta campos eletromagnéticos basta substituir p* — p¥ — e A
g em y"p, —m = 0. Para uma particula em um campo eletrostatico, A =0, e
O £ = 0, tertamos H = a.p + fm + e®. FEsta Hamiltoniana controla o futuro
ooc:oo de um datomo relativistico com um elétron. R

4.\’ 7
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F1002 equacao de Dirac

Aula 25 Podemos usar qualquer uma da ormas da equacao de Dirac que acabamos

’

. B _ Jap+Bm
(1) B2 6(6)) = H(t) com H — {a,p + e

ou a forma covariante
L(2) (¢v*0, — m)¥(x,t) = 0 com ou sem p" — pt — eAH

de desenvolver <

Pode-se dizer que, de um modo geral, é conveniente (simplifica a aplica¢ao)

{(1) — para resolver problemas de dinamica de evolugao do sistema
usar

(2) — para explorar e discutir simetrias do sistema

Busca de 7" (ou de a e ().
Afirmamos que a algebra dos 4" pode ser satisfeita para matrizes com dimensao

minima de 4 x 4. Sabemos que as matrizes de Pauli (com a unidade formam um

Matrizes 3 X 3 nao servem, pois esperamos simetria entre particula e anti-

£ conjunto completo de matrizes 2 x 2) nao servem pois, satisfazem

% 1% =1 (v°)* =1

g as regras o2 =1 parai=1,2,3 enao (V)2 =-1sei=1,2,3
i

g {0,051 = 05 e {04, 1} = 20 YHAYY = =Yyt se p #F v
g

B

o
95
Oo

éOoo particula. As proximas matrizes possiveis sao as 4 x 4. Com isso, teriamos
~ ) B \\", AN
: U(x,t) — uma fungao vetor coluna de 4 dimensoes. % | 3
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F1002 A equacao de Dirac

Aula 25 Para ser demonstrado no problema 8.9 da lista 6, afirmamos que as matrizes 7"

que satisfazem a algebra de Clifford, dao origem a :

(0 o 8= T 0 .y )
o = o 0 € = 0 —1 como = (01,092,03) €
1— 1 0 (01 (0 — (1 0
“\o 1 )% T 1 0)%%27 i 0 )BT Lo —1
o of _ gt — A0
Note que > o = 7 50_1 Y t
gl = V=" "a) =af=af=-fa=—v
ou seja a, f e v¥ sdo Hermiteanos e v é anti-Hermiteano.

Corrente conservada. A equacao de Dirac resolve o problema da densidade

de probabilidade negativa. Definindo 1! com a estratégia de sempre (complexo

conjugado da matriz transposta - matriz linha da matriz coluna que representa

hin

§ U), é possivel se convencer que a quantidade p = UT¥ pode ser interpretada
%como densidade de probabilidade. p é a soma dos quadrados das magnitudes

8
i das quatro componentes de ¥(x,¢). Estd densidade de probabilidade positiva

ode

OO
(-
o 1)

Instit

o
Qo
Qo
Oy de Direc ~ s mckiicn quintion

%0 A solucao desta equacao para a particula livre deu origem a interpre- R

MAPLima tacao que a energia negativa dizia respeito ao anti-elétron, o positron. e 9

(’ £ foi, historicamente muito atraente, e fez a comunidade acreditar que a equacao

= de Dirac era a forma correta para uma mecanica quantica relativistica.



F1002 A equacao de Dirac

Aula 25 Para ser demonstrado no problema 8.10 da lista 6, afirmamos que p satisfaz

a equacao de continuidade

0
8—§+V-j:Ocomj:\IJTa\If

Isso fornece a interpretacao usual que p muda somente com a entrada ou saida

de fluxo de probabilidade na regiao e é uma quantidade que se conserva.

Ao invés de U podemos usar ¥ = U8 = \IJT*yO e obter novas expressoes para a
densidade de probabilidade e de corrente.

p =TT =Tl(19)2F = P 0¢

0
_ e Como vy o = odemos
j=0Tal = U (y9)2q¥ = U1 oW 7 TP

Neste caso, {

C escrever: %(\Tﬂyo\ﬂ) + V- (I4y°a¥) = §,j* = 0 com j* = Uy*¥ {2;13(21;::.1;01’
§P0demos ainda escrever: (iy"0, —m)¥(x,t) =0 — (v*p, — m)¥(x,t) =0 ou
%’yo(v“pM —m)(y*)*¥(x,t) = 0 tome o adjunto: ¥(x,t) \{fyo(fy“pu — m)fyo}i = 0.
a -
5 ¢ = {(7°(1°po + 7'pi = )"} = 1°py +1°(—7)1 i = m “Tp,, —m)
%%%G ZE com isso podemos re-escrever j*, da seguinte forma: lousa
5. i = L0 + 0]} = S {[5999"p, ¥ + 59 pu ]} = Pl

S Wy M, U = 2 UW onde usamos 2 {y*, 7"} =n" ¥ [10

m
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F1002 A equacao de Dirac

Aula 25 Para finalmente escrever (para mais informagoes sobre contragao de Lorentz,

ver Classical Eletrodynamics, J. D. Jackson, 2nd ed., secao 11.5 (p. 525))

' = Loy
P g T de L !
o ~ o
g7 == =4 e usarmos a contracao de Lorentz, v = ——,
m b= V1 —v?
j= =0V 3 N ,
m Coerente com a contragao do volume na direcao do movimento
.i.
E — yLm \ = 7L [\IJClma cima \Pbalxoquaixo]
e obter

podemos trocar {
P — yLmv

j — /VLV[\IJT ‘chima \IJ‘:L)alxo \Ijbaixo]

clima

Solucoes da Particula livre

Klein-Gordon — funcao de onda vetorial - duas dimensoes Y (x, t)
Vimos que

Dirac — funcao de onda vetorial - quatro dimensoes V¥ (x, )
Veremos que a origem da dimensao adicional das solucoes da equacao de Dirac
¢ a mesma da do spin 3 L do comeco do nosso curso. Daf a razdo de dizermos que
o spin do elétron tem origem relativistica. As matrizes colunas 4 x 1 que
& representam W (x,t) sao chamadas de spinores.
d?gz;o Para desenvolver intuicao, comecaremos a proxima aula olhando a solucao da

S
particula livre “em repouso” (p = 0) sequndo a equagdo de Dirac. \\:'{" 11
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Aula 25
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(
slide | E — —|—Ep N T(I‘,t) _ 1 ( Ep +m ) e~ tEptt+ip-x

e P.8.6, para: <

m— FE . .
E —_— —E — T r,t — + p 6—|—2Ept—|—’l,p'x
g (,0) = oG, y7e ( E,+m )

. . 1 0 o(r,t)

_ 0 _ ~7F _ * * )
Insira em p = j° =YY = ( ¢*(r,t) x*(r,1) )(O —1)()((1',15) >
e perceba que ao resolver o problema 8.6, a normalizacao foi imposta para que
a densidade de carga seja p = +1 para = +FE), e p = —1 para & = —F,,.

slide 2

e Comparacao direta com 0;)p+V -j=0

slide 10
(V'pp —m)U(x,t) = 0. U(x,t) = —y"p,U(x,t)
e Note que
U(x,t)(y'p, —m) = 0. W(x,t) = - U(x,t)y"p,
W
¥ |12
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