FI002 A equagio de Dirac: particula livre em repouso
Aula 26 Para uma situacao onde a - p << m (caso extremo é o referencial da

particula) a equacao de Dirac fica: iV = (a-p + fm)¥ = fmV¥

Como 3 é diagonal, é facil obter 4 solucoes linearmente independentes:

1 0 0 0

—im 0 —im 1 m 0 m 0

U, =e "™ 0 Py =M 0 Py = e 1 Py = et 0
0 0 0 | 1]

Exatamente como no caso da equacao de Klein-Gordon, a parte de baixo

do vetor coluna corresponde a energia negativa e a parte de cima a energia

positiva. Ambas as partes de baixo e de cima da funcao de onda de Dirac,

tém, como veremos, uma componente que chamaremos de “spin para cima”

e outra de “spin para baixo”. Exploraremos esse assunto com mais detalhes.
€ Particula livre na direcao 2.

Consideremos agora uma particula livre com momento diferente de zero na

Ediregéo z, istoé p=pz= HVY = EV com H = a,p + fm. Esta Hamiltoniana

i
% $ ja nao é diagonal na base de spinores (autokets de ), pois |a., 5] # 0.
95: E
Qa5 B , LAY =) lousa
Rsss.  Lembre que oy =", f=1", V0% =1 e que se p # v {Eyv“ ’;]}# 0
Lk ; R
|
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Aula 26 Para ser demonstra
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A equagio de Dirac: particula livre na direcao z
o no problema 8.11 da lista 6, afirmamos que a matriz que

representa H fica:

m 0 P 0
0 m 0 —p |
H = ousa
p 0 —m O
0O —p 0 —m
Consequentemente, a equacao de Dirac nesta representacao ¢ dada por:
m 0 P 0 (5} U1
0 m 0 —p U9 (%)
=F
p 0 —m O us3 usg
0O —p 0 —m Uy Uy

Observe que para obter uq, us, u3 € uy, resolvendo as equacoes acopladas

(11 e us estdo acoplados entre si, pois Hiz = Hs; = p # 0

)
Hio = Hs1 =0
Hiy=H4 =0
temos: < . . .
u1 e uz nao estao acoplados com us € uy4, POIiS <
H3zo = Ho3 =0
\ | H3a = Hy3 =0

o 3 ~ . . . \ o -
992 Note que os acoplamentos para us € uy sao muito similares a estes A
MAPLima
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Fl002 A equacao de Dirac: particula livre na diregao z
Aula 26 para as duas equacoes acopladas em u; e ug, achamos ¥ = +E,. As mesmas

energias sao achadas para as equacoes acopladas em us e uy. De novo achamos
a energia “correta” positiva e a energia “espuria”’ negativa. Veremos que a
energia negativa tera uma interpretacao “palatavel”.

Antes de apresentar esta interpretacao, vamos discutir o assunto spin. Do

problema 8.11 encontramos as seguintes solucoes:

([ No limite ndo-

u1:1;u3:—|— E "LLQZ’LL4:O

Ep—i—m’ ..
relativistico
(1) Para F = +E, = <
| P 0 Uy >> us
u2 = : ’U/4 = — N Ul g US p—
’ Eptm? (U2 >> Uy

( No limite nao-

U3:1;U1=—Epﬁm,’&2_u4—0 lativgsti
relativistico
(2) Para £ = —E, = ¢
| L 0 usz >> Uq
’ Eptm’ (Ug >> uo

Antes de continuar, precisamos responder o que esperamos do operador

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o 0

X-p=2,, comE:< 0 o

) — uma matriz 4 x 47 lousa

Autoestados deste operador sao autoestados de spin na direcao de p. §“’é 3
o
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FIO02 *  wosieaero02 A equagdo de Dirac: particula livre na diregao z

Aula 26

A

Mostre que [3 - p, H]=0 =Autoestados de H também sao autoestados de X - p.
Aqui reside o nascimento relativistico do spin do elétron. O X - p é um operador
cujos autovalores refletem possiveis valores da medida de spin na direcao p.
Além disso, o valor médio deste operador para um estado arbitrario te da a
projecao do spin na direcao de p (num grande ntimero de experimentos). Estado,
cujo spin aponta na direcao de p tem heliticidade positiva (regra da mao direita-
R) e no sentido oposto ao movimento tem heliticidade negativa (regra da mao

esquerda - L).

1] 0
(+) 0 (+) 1
E=+E, = up (p) = =2 s ug(p) = 0
= _ pO - | Epl—jl—m
3 _ - _ -
% o Epl—jl—m 2
z _ 0 _ —
» S EE=-E,=u’m)=| | |iu =] 5
95 E
%%%O £ 0 1

&) Qoo . . .
é o . o spin para cima e para baixo para + F -
99° No limite nao relativistico: p. b , b . b Y

spin para cima e para baixo para — £, “e¥ 4
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A equacgao de Dirac: interpretagao da energia negativa

Energy

. & B i E i
Electron ‘ : 2 : e U i

Hole (positron)

Interpretacao

Um background (todos os estados com energia negativa) preenchido com carga
infinita e energia infinita. Como elétrons sao férmions nenhum dos estados com
energia negativa aceita um novo elétron. Entretanto, se fornecermos energia
suficiente, um elétron pula para um nivel de energia positiva. O Buraco na
banda de energia negativa é o positron (todas as propriedades do elétron; sé a
carga muda de sinal). O trago curvo (pésitron sob acao de um campo _ —
magnético) comprovou isso. el% 5
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Aula 26 Podemos escrever a equacao de Dirac para a particula livre em um formato
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A equacao de Dirac: interagoes eletromagneticas

reduzido 2 x 2, com auxilio da Hamiltoniana H = a.p + 8m escrita por

oLl L )] -
o-p —m o-p —m v v

~" ~"

HWY Ev

Para introduzir interacoes eletromagnéticas fazemos: p - p —eA =p

2y 7)1 oo [

Para energias nao relativisticas, podemos escrever £ = K +m onde K << m

é a energia cinética. Com isso a equagao de baixo fica o - pu — mv = (K + m)v,

u e que se inserida na

que pode ser reduzida a o - pu = 2mv — v =

equacao de cima, mu + o - pv = Eu, fornece:

. = . = ~2 )
De FI001, temos 2PN B) _ [B°  io
2m 2m  2m

Na representacao das coordenadas, temos V x (Au) = (Vx Au+Vux A
pXxXpu=(V+eA)x (iVu+eAu) =1e|V x (Au) + A x Vu| = .
( ) X ( ) =ie[V x (Au) ] an o

= 1e(V X A)u = ieBu, onde B é o campo magnético associado a A.%® | ¢
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Fl002 A equacao de Dirac: interagdes eletromagnéticas
Aula 26 Inserido esses tltimos resultados na equacdo da caixa verde do slide anterior,

)
momento
= g5—S —
H= Jam {magnético
~2 .
1o operador
temos: p + - (ieB)|u = Ku. Se usarmos { S = %0' —> P .
2m  2m de spin
constante
g=2— . .
\ giromagnetica
1‘52
obtemos: [2— — - B] u = Ku. E isso permite concluir que a equacao de
m

Dirac, na presenca de campo eletromagnético, e no limite nao relativistico,

se reduz a equacao independente do tempo de Schrodinger com autovalor

£ de energia K, para uma particula com momento magnético g na presenca
% de um campo magnético externo B. O momento magnético foi derivado do
8 operador de spin com constante giromagnética g = 2.
v
> :
° g : . .
ggg £ Comecamos o curso (FI001), postulando spin e analisando experimentos de
%) £
08??33«0 Stern-Gerlach. Vimos agora que o spin (com seus dois autovalores possiveis)
o ~ : -
nasce naturalmente da equacao de Dirac. A,
¥ 7/
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Fl002 A equacao de Dirac: simetrias
Aula 26 Vamos agora examinar algumas simetrias inerentes a equacao de Dirac.

Em especial, consideraremos situacoes onde uma particula de spin % se

encontra sob a influéncia de um potencial externo. Isto é, analisaremos

as simetrias da equacao

ih%\lf(x, t) = HY(x,t) = EV(x,1)

onde H = a.p + Bm + V(x). Note que esta forma destrdi a covarianga
da equacao, a menos que V tenha origem eletromagnética e tenhamos

tomado um referencial onde A = 0.

Momento angular

Na equacao de Schrodinger exploramos a simetria de rotacao, ao notar

que L = x X p comutava com Hamiltonianas com “potenciais centrais”,

§ [L,p?]=0
8 isto ¢ [H,L] = 0 devido a
2 [L,x% =0
o 2 g Consideraremos, agora, o comutador [H, L] para a Hamiltoniana de Dirac.
(%)‘}Q £ Comecemos pela Hamiltoniana da particula livre, H = a..p + Sm.
égoooo Note que [8,L] = 0 pois, B é constante. Mas e o [a.p, L]|? R

¥ 8
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FI002 A equacido de Dirac: simetrias
Aula26 p,., , componente ¢ do momento angular, temos |[a.p, L;] = [cupi, €52 Pk,
onde repeticao de indices latinos significa somar de 1 a 3. Como «; comuta

com o operador unidade, temos:
la.p, L;] = €ijkQl [pl,fb’j]pk: = Gz'jkoéz(—i5zg')pk = —i€jk0pr 7 0.

Ou seja, o momento angular orbital nao comuta com a Hamiltoniana de Dirac.

Isto significa que L nao é uma grandeza que se conserva para particulas de

spin % livres ou sob influéncia de potenciais centrais.
Considere agora a comutacao entre a Hamiltoniana e o operador 2 do slide 3.

Especificamente, com sua componente i, isto é [a.p + Sm, 3;].

B3 = X8
Usando (mostre!) que ¢ [ay, ;] = 2i€; 0 — vem de [04,0;] = 2i€; k0%

Claudevan (2020)
no site de FI002

3 obtemos [a.p + Bm, X;| = [akpk, Xi] = [k, ik = 2i€kij0ipr = 2i€;50,5 Pk
95 :
%%%O E isso mostra que Embora nem L e nem X comutem com H, a soma
335 J
éooo J:L+§E:L+S comuta com H. R

¥ 0
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Paridade A equacao de Dirac: simetrias
No caso onde V(x) = V(|x]|), esperamos que as solugoes tenha paridade bem
definida, isto é U(—x) = +W¥(x). Nao parece ser esse o caso, pois a Hamiltoniana
X — —X
de Dirac do slide 8, aparentemente muda com as trocas{ e
Pp——DP
Entretanto, um olhar mais atento para as solucoes de H, na forma de spinores,
sugere que o operador precisa ser mudado. O operador de paridade definido no
nixm = —x
capitulo 4, atuava nas funcoes por meio das propriedades
mipr = —p

Um operador paridade completo (representado por matrizes 4 x 4) precisa atuar

gno espago de spinores e deve ser diferente de w1 (esse muda a Hamiltoniana). A

8 proposta ¢ que ele seja do tipo P = U, e que U, seja encontrato pela exigencia

de satisfazer PTHP = H e pela expectativa de que Uz = 1.
(Pla.pP =a.p= U;Lﬂa.pwUp = —UgaUp P

. . . Hﬂ
Para isso basta exigir que < o
> A
\PIBP = UjpU, = 5 Y2 (o
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FI002 A equacao de Dirac: simetrias

Aula 26 Ug —1
As 3 propriedades Ug al, = —a  sao satisfeitas se tomarmos U, = 8 = BT
U; pU, = f Claudevan (2020)

no site de FI002

(BrHU(x) = EAnY(x)

Assim, HU(x) = E¥(x) = } BrHn?3%*¥(x) = EAnV¥(x)

\H(ﬂ'ﬁ\IJ(X)) = E(m8Y(x))

e ... se ¥(x) é solucao m¥(x) = f¥(—x) também é.

Como [H,P] =0, as autofungoes de P também sao autofungoes de H.
Assim concluimos até agora que a Hamiltoniana de Dirac, comuta com J?,

J, e P. No capitulo 3, definimos boas candidatas para isso, as chamadas

% | 1 /i m+ 3720, 9)
8 funcgoes spin-angulares y; =lE1L/2m
% V 21 + 1 1y m+1/2
goo -é \/liFm—I—§Yl (€7¢)
95 £
%%?;)O £ Mais detalhes sobre isso veremos nas préximas aulas na solucio da equacio
950 : iai i
9 5o de Dirac para potenciais centrais. o, A
¥ 11
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Fl002 A equacio de Dirac: simetrias
Aula 26 Conjugacao da carga

Para a equacao de Klein-Gordon, vimos que poderiamos separar as solucoes com

energia positiva e energia negativa, entre solucao da “particula” e da “anti-

, . .~ \ijarticula = \IIE>O(X7 t)
particula por meio da associacao .
\I}anti—partl’cula = \IJE<0(X7 t)

Vamos, primeiro tentar algo semelhante com a equacao de Dirac e depois

Y s
conectar as duas solucoes por alguma operacao de simetria. Para nossos
propésitos, a anti-particula é um objeto que se comporta exatamente como a
particula, exceto que tem sua carga elétrica com sinal oposto ao da particula.
Para explorar isso, tomemos a equacao de Dirac na sua forma covariante com

campos eletromagnéticos:

£ (iv"0, — ey A, — m)¥(x,t) = 0.
% Tomando o complexo conjugado desta equacao, temos:
(i) O — (") Ay = m)T* (x, ) = 0
: L;ENote que o sinal relativo entre o dois primeiros termos difere em relacao a
gg% (’ %equag'aﬁo original. Se apenas trocarmos o sinal da carga nao obtemos a
o(%%é%o equacao original. Vamos procurar por uma matriz C ,tal que -
C(y") O = —* £ 0

MAPLima e



Fl002 A equacido de Dirac: simetrias
Aula 26 Conjugacao da carga - continuacgao

Assim se inserirmos 1 = C~'C na equacao estrelada do slide anterior, temos
(i) By — e(3")" A, —m)C OV* (x,1) = 0
Se agora multiplicarmos pela esquerda por C , podemos escrever
(—iC(y")*C~t, — eC(v*)*C A, — mCC~HCU* (x,t) = 0
E finalmente com auxilio de C(y#)*C~! = —*, obtemos:
(iv"0,, + ey* A, — m)CU*(x,t) = 0

Ou seja, se U(x,t) é a solugao da “equacao do elétron”, é\IJ*(x, t) é solucao da

Claudevan (2020)
no site de FI002

Precisamos achar C. Note que 7°, 7! e 7 s@o reais e 4% é imaginério puro,

“equacao do positron”.

isto é (y?)* = —~%. Mostre que C = i7? satisfaz todas as condicdes acima.
Assim a solucdo da anti-particula é iy?W¥*(x,t). E conveniente escrever isso

em termos de ¥ = ¥'~Y = (I*)T~0 (T indica, matriz transposta). Assim,

o temos: CU*(x,t) = CV = in? (\Tffyo) = Uc (\TJ)T onde Uc = iy?4°.

83 O E isso define o operador de conjugacdao de carga C, por C¥(x,t) = Ugx (\I!)T
d§°°° Note que a parte espacial e temporal da onda livre ganha um compleXﬁ'

Qoo
MAPLima Conjugado que efetivamente 1mphca emX — —Xxet— —t. v.y 13
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