FIDUZ 81 =0t 1A equagao de Dirac: simetrias
Aula 27 eversao tempora

Para analisar isso, vamos recapitular o que fizemos no capitulo 4. Na ocasiao,
definimos ® = UK, onde U é um operador unitario e K é um operador que
toma o complexo conjugado de qualquer nimero que apareca a sua direita. K
nao afeta kets, pode afetar combinacio deles e K2 = 1. Baseado nisso, definimos,
um operador anti-unitario © que transforma um ket arbitrario |a) em “seu” ket
com reversao temporal (ou, de forma mais apropriada, que represente |a) com

seu movimento revertido). Chamamos esse novo ket de |&), tal que: |a) = Ola)

(OpO~1 = —p
Na ocasiao, concluimos que { Ox0~! =x eparas=1/2 -0 = —ioy, K
——
= U
§ 0Jo~!=-J
8 Note que essa expressao de © obtida no capitulo 4 para spin 1/2 (aula 29 de
%FIOOJ) permite concluir que ©° = —io, K (—io,K) = ayJZK2 = —1.
52, G £ Vimos também que se H tem espectro nao-degenerado e [H,0] =0 =
Q 2 ,
»- = |n) (que “anda” para frente no tempo) e O|n) (que “anda” para tras no tempo)

éo 959 tém o mesmo autovalor de energia. Isso tudo acontece para equacao s

MAPLima de Schrodinger. O que esperamos da equacao de Dirac? u:": 1
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Aula 27 Reversao temporal - continuagao
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A equacao de Dirac: simetrias

Para analisar isso, retornemos a equacao de Schrodinger com a Hamiltoniana
de Dirac:  i0,¥(x,t) = [y - V +~1"m|¥(x, t)

Escreveremos nosso novo operador de reversao temporal, seguindo esquema
semelhante da aula passada (com intuito de fazé-lo atuar em spinores 4 x 1)

como 7 = Ur K, onde T toma o lugar de © e Ur precisa ser encontrado.

Conforme fizemos antes, vamos inserir 717 antes da funcdo de onda em

ambos os lados e multiplicar a equacao toda por 7 pela esquerda, para obter:
T(@0)T 'TU(x,t) = T[—iy v - V +"m] T TU(x, 1)

O lado esquerdo fica:

T(i0)T 'TU(x,t) = UpK (i0;) KU ' UpV* (x,t) = —i0;Ur 5,2/ Ur'Ur U*(x,t)
N——

= —i0;Up V™ (x,1) 1 1
E isso permite escrever T (i0;)T TV (x,t) = i0_UrV*(x,t) (é o necessario
para evolucao temporal revertida). Para completar, precisamos fazer que o lado
direito reflita a expectativa que Ur¥*(x,t) satisfaga a equacao de Dirac com
T (iv°y) T~ =iy’
inversao temporal com o mesmo H. Para isso, RN

T(O)T 1=9" v 2
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A equacao de Dirac: simetrias

Aula 27 Reversao temporal - continuacao

Para simplificar a busca de Ur, multiplicamos a equacao
T(in"v) T =iv"y
por 7! pela esquerda e por T pela direita, para obter
iy =T 1 (ifyO'y)T = K_lU:F1 (i’yofy) UrK
Multiplicando pela esquerda e pela direita por K, temos:
K(iv'y)K = U ' (iv°)Ur = —in°(v)* = Uz ' (i°¥)Ur = Uy Vi Ur Uz 'y U7
e assim, obter — Y (y)* = U5 'y Ur U ' yUr = y°UL ' ~Ur :>lU7Tl'yUT = —(v)*

A/—/ ¢
define relagao de / 0 define relagdes
comutacio lousa de comutacio

Na representacao escolhida, s6 v? é imagindria. Assim, se pretendemos construir

£ Ur com as matrizes vy, precisamos de uma combinacao que nao muda de sinal

% com a comutacao de Ur com 7 e 42, mas muda com ~* e 72,
_E v2Ur = Ur~y? e A°Up = UprY é possivel mostrar que
i
A S isto ¢ = Ur = v1+3
° g
95; OE YV Ur = —Upryt e v3Up = —Up~y? d4 conta do recado.
&§Oo°
Qoo _ : N Y
O problema 8.13 da lista 6 sugere uma forma de provar 1sso. %= | 3
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FI002 . A equacao de Dirac: simetrias

Aula 27

Uma rapida olhada na combinacao de operadores CPT e sobre sua acao na
CU(x,t) = iy U*(x,t)

funcao de onda de Dirac, ¥(x,t), isto é de ¢ PU(x,t) = y°U(—x,t)
TU(x,t) = yiy30*(x,t)

CPTYU(x,t) = iy?[PTU(x,t)]* =iy [TU(—x,t)]* = iv*y' 9 > ¥ (—x, 1)

Assim, usando as regras de anti-comutacao de v#* — {y#,~4”} =0, para

[ # v, podemos escrever

CPTVU(x,t) =iy "y 2 U (—x, 1)
Essa combinacdo de matrizes tem um nome especial, 7° e pode ser calculada

na representacao reduzida 2 x 2. Basta multiplica-las para obter

= 5 | 0 1
B R I
g (O efeito do operador CPT
2 0 1 sobre funcao de onda livre
i
: § - CPTU(x,t) = U(—x,1) = 4 a0 2 :
2. S 1 0 de um elétron é converté-la em
) R
08(;) - | uma onda livre de um positron
<§8°o° o [sso cria uma correspondéncia muito forte entre particulas e N

MAPLima anti-particulas, por exemplo, massa(pdsitron)=massa(elétron). .



FI002 A equacao de Dirac: solugao para o potencial central
Aula 27 Nosso objetivo é resolver o problema de autovalor HV(x) = EV¥(x), com

P1(x)
P2(x)

de duas componentes. J4 sabemos que ¥ (x) precisa ser também autofuncao de

H=ap+Bm+V(r)e ¥(x)= [ ] onde 17 e 15 sao funcoes de onda

J2. J. e do operador paridade, S.

Como o operador paridade ao quadrado é 1, os autovalores possiveis sao =+ 1.

Assim, temos S [ :i;gg } = [ _%2((__’2) ] —+ [ zﬁ;gg ] . Tsso nos deixa com

Y1 (—%x) = +Y1(x) e Pa(—x) = —1Pa(x)

duas opcoes = Estas condicoes sao

h1(=x%) = =1(x) e Pa(=%) = +h2(x)

lousa

uA(r) §T1/2<97 ?)
\IJA(X) = spinores 2X|
um spinor 4X| —iva (r)yj_ﬁ/z(e, Qb)

( par (impar)

para j — 1/2
par (impar)
satisfeitas por <

)
%%%O lousa 2 up(r) j':_nl/z(97¢) ) fmpar (par)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

dj§(§3;° Up(x) = spinores 2X| ¥{ para j —1/2
e inor 4X| : :
\um spinor —ivB (7’) 5T1/2 ((9, gb)
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A equacgao de Dirac: potencial central
Com essa proposta de funcao, estamos prontos para procurar por equacoes

diferenciais (acopladas) em r para u A(B) € VA(B)- Primeiro, vamos escrever
a equagao de Dirac, como duas equagoes acopladas para os spinores 11 (X) e
[E—m —=V(r)[{1(x) — (- p)a(x) =0
Yo (x) (ja fizemos isso antes). Isto é
o2 | (B4 m — V(r)Ja(x) — (o - p)ei(x) = 0
(c-a)(oc-b)=a-b+io-(axDb)

Das expressoes (capitulo 3) = podemos
(0-a)* = af”
x|? o x)? 1
escrever (o7-p) = (0 8) = T2 (6 p) = (0 %)l(e %) p)] =
1 . L L
= (o Xk ptio (xxp) = (o 8)|t ptio:
Observacoes
0
e f-p—t-(—iV)= —ia— na representacao das coordenadas - esse operador
r

atua somente na parte radial da funcao de onda.

oo L_95T_-7J2_12_S%— sabemos como isso S o
atua na parte angular. ¥ | 6
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Aula 27 Observagoes ( Con

<3|uagao de Dirac: potencial central

o (c-L)Y/"=[G+1)—1l+1) - Z]ygm = (5, )VI™

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
95; :
3P
&§Oo°

Qoo
MAPLima

=—j—2=—-(A+1) paral=j+1 |
com —>onde)\5j—|—§.
k=j—3=+(A—1) paral=j— 3

e Um pouco mais complicado é calcular o efeito do operador matricial

o5 | cost e '’ sin 6
| e®sinf  —cosb

resultado da aplicagao deste operador sobre ) " a partir das expressoes

] sobre os spinores. Poderiamos obter o

p

W e
yj [£1/2,m 1
T V2I+1
obtidas no cap. 3 < \/l +m + %Ylmﬂﬂ(e7 &)
m —)' [(214+1) (14m)! im I—m .
\Yl (0,9) = (2ll!) ( i : (l—+m))! €™ g d(C(O)ZSO)l—m (sin 6)*

O livro texto sugere uma maneira mais facil, considerando que o operador

o - T deve se comportar como um pseudo-escalar sob rotacoes. Se soubermos

"
o resultado para uma direcao particular, saberemos para Vr. *}1’\’, 7
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FI002 A equacgio de Dirac: potencial central
Aula 27 Observagoes (cont.)

e Tomaremos a direcao t = z, ou seja # = 0. Do capitulo 3, temos

e lEm e 5T (0=0,0) |
e assim: ij:lil/z’m(e =0,¢) = 1
' ’ V20 +1 \/ L/
[T m+ Ly 20 =0,0)
_ ; _
) 1 :I:\/Z:I:m—|—2 5m,1/2
B VA
I \/Z:I:m+%5m,—l/2 |

ou se tomarmos, [ = j F 1/2, podemos escrever

§ . +5, 179
j+1/2 oL/

% yl ﬁm(e =0,¢) = ym e desta forma

= A , . . 5m7_1/2

g inverter para %, s6 muda a parte de cima do spinor
05 (’E jri2 | Fomz jm
Q95 g ( )yl 3;1/2(9 =0, (b) - A — _yl;j:lzl/2((9 =0, ¢)

&ggoo 5m,—1/2
e : W O
e .. ( )yl ]i1/2< ¢) yl J:|:1/2( 7¢) ;.\: 8
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FI002 A equacao de Dirac: potencial central
Aula 27 Observagoes (cont.)

e Note que como (o - #)? = 1, temos
(@ 8) |0 W 02(00)| = (@ 8)| = 70y (6.0 | = Hi71(0.6)
B —m— V()1 (%) — (0 - pa(x) = 0

Vamos usar esses resultados em

[E+m —V(r)]Y2(x) = (o p)Y1(x) =0

A: ¢1(X) ( )yl —j_ 1/2( Cb) e¢2( ): _i’UA( )y +1/2( gb)
Do slide 5,

B: ¢1(X) — UJB( )yz—]+1/2(97¢) € ¢2(X) — _ivB< )yl —j— 1/2( ¢)
Qual é o efeito de (o - p) em P1(x) e P2(x)? Vimos que

( A , :
J:t‘;" d‘f?f&’&” ' - p s6 atua na parte radial
|

L
a.p:(a-.f-)[f'-p+io--—]eque<0' L faz Y i1/2(«9 ¢) diagonal
- —

o

95
Oo

d§°°° De fato, o - T muda a parte angular de Yo (1) para a parte angular

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

| 0 - I muda [, mas nao muda jm

\\",-

MAPLima de 11(12) e quando juntamos tudo as partes angulares se cancelam. u:.: 0



F1002 A equacao de Dirac: potencial central
Aula 27 Assim, nosso novo problema é resolver equagoes acopladas radialmente, u4(r) e

va(r) para o caso A e ug(r) e vp(r) para o caso B. Isto é:
Jhon (2020) no

site de FI002

[E—m —V(r)]ua(r) — [% + >‘+1]UA(7“) =0

r

Escolha A:

E4+m—V(r)|va(r) + [d% — A_l}uA(r) =0

E—m—V()up(r) — [L —2=1]up(r) =0

r

Escolha B:

E+m—V)vg(r) + [L + 22 ]ug(r) =0

Note que o conjunto de baixo fica igual ao conjunto de cima com a troca

=
§ A — —A. Assim, podemos resolver apenas o conjunto de cima e ignorar os
g indices A e B.
O
8
v
() s . ~ sy . ’
o é Na prorima aula resolveremos um caso com solucao analitica: o dtomo
oo = . A . , , s,
995 (’ 8 de hidrogénio (de fato resolveremos dtomos com 1 elétron e Z prdtons)
&§Oo°
Q
35 R
% 10
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slide 3
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Aula 27

Lembre que
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F1002 slide 5 Lous 2

Aula 27 representacao das coordenadas e linguagem de spinor, temos:

+lxm+ 12y,

y_] =0+1/2,m 1
\/26“‘1 \/EZFm—l—l/2 nm—l—l/Q

spinores 2XI|

% (((C+1)R
- 52 3/4h?
V)= =M awtofuncoes de , ¢/autovalores 4 / 2 :
J j(j+1)h* com j=£+1/2

L, | mh

slide 6

Podemos escrever a equacao de Dirac para a particula em um formato reduzido

§ 2 x 2, com auxilio da Hamiltoniana H =a.p + fm + V (r) escrita por

5 m-+V(r) o-p N m—+V (r) o-p Y1 _ g Y1

: o-p —mtV(r) o-p —m+V(r) || 2 P2
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