Vetores e algebra vetorial (revisao)
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Vetores e algebra vetorial (revisao)

Vetores

Introducéo - Existem grandezas tais como massa, comprimento e tempo, que podem ser caracterizadas
por um numero e uma unidade. S3o as grandezas escalares. Outras, como velocidade e for¢a, dependem
de uma dire¢do e um sentido, além de um niimero e uma unidade. S3o as grandezas vetoriais.

A matematica desenvolveu uma algebra vetorial que nos permite trabalhar com essas grandezas.

Representacgao - A representagdo geométrica do vetor € feita por uma flecha como mostra a figura 1. O
modulo ou intensidade ¢ dado pelo comprimento da flecha. O sentido e a dire¢do sdo dados pela ponta
da flecha e pelas retas paralelas a flecha respectivamente.

-
-

sentido -*"direciio _. . x o
- $40_- Figura 1: Representacio geométrica de um vetor

modulo I

Para se escrever "vetor a", usa-se a nomenclatura a

ou a (em negrito). Para modulo de a, usa-se |§ , lal ou simplesmente a.

Propriedades - Além de direcdo e sentido, uma grandeza para ser vetorial tem que ter algumas
propriedades. Sao elas:
1) se a e b tétm o mesmo modulo, a mesma dire¢do e o mesmo sentido (figura 2), entdioa=">b ;

Figura 2: Dois vetores de mesmo mdédulo, direcdo e
sentido, portanto iguais.

2) Se a ¢ um vetor e k é um escalar, entdo ka é um vetor que tem a mesma dire¢do de a (figura 3).
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Vetores e algebra vetorial (revisao)

/ //

a ka ka ka
com k>1 com 0 <k<1 com k<0

Figura 3: O vetor ka tem a mesma direcdo de a mas ndo o mesmo modulo nem necessariamente o
mesmo sentido

3) A soma vetorial ¢ comutativa, isto é: a+tb=b+a

4) A soma vetorial é associativa:a+b+c=(@+b)+c=a+(b+c¢)

A representacdo geométrica da soma de dois ou mais vetores se faz desenhando o primeiro vetor e, em
seguida, cada vetor com sua origem na extremidade do anterior. O vetor resultante ¢ o que tem sua

origem coincidente com a do primeiro vetor ¢ sua extremidade junto a extremidade do wltimo,
conforme mostra a ﬁgura 4.

a+b+c >
\ a
C

a+b

Figura 4: Soma de dois (a e b) e trés vetores (a,b e c). Para a diferenca entre a e b pode-se fazer
a + (-b) ou, mais diretamente, colocar as origens de a e b num mesmo por e tracar a - b ligando as
extremidades de a e b com a orientacdo de b para a de a.
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Vetores e algebra vetorial (revisao)

As propriedades comutativa e associativa da soma vetorial podem ser mostradas geometricamente

como nas figuras 5a e 5b.

Figura 5-a: Propriedade comutativa: a+b = b+a

s

a+b+c

(atb)+c

a+b+c

b+c

C

a b+c

a+b+c

a+(b+c)

a+c

N

a+b+c

(atb)+c

Figura 5-b: Propriedade associativa: (a+b)+c = a+(b+c) = (a+c)+b
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Vetores e algebra vetorial (revisao)

Exemplo 1: Determine a soma de dois vetores a ¢ b perpendiculares.

Resolucdo

Completando o paralelogramo - no caso, retangulo — que tem os vetores a
¢ b como dois de seus lados, vemos que a diagonal desse paralelogramo
segue a regra de soma de vetores.

Portanto, o modulo da resultante* é:

R2=a2+b>

A diregdo e o sentido sdo dados pelo angulo o que a resultante forma com o vetor b (ou a). Logo:
tga = a/b

ou seja, o = arctg(b/a)

* Normalmente usa-se o termo resultante para qualquer operagao vetorial.

Decomposicao de vetores - A projecdo de um vetor a sobre um eixo qualquer é o vetor cuja origem ¢
extremidade sdo as projecdes da origem e da extremidade de a, conforme mostra a figura 6.

a Figura 6: Projecdo de a sobre o eixo X
o

Ay eixo X

Projecdo de a
sobre 0 eixo X

Da geometria, o médulo da projecdo € dado por : ay = a cosa

Quando projetamos um vetor em dois eixos coordenados, como na figura 7-a, a soma das projegdes € o
proprio vetor. Como o angulo (dire¢do e sentido) do vetor com os eixos também pode ser determinado
pelas suas projecdes, podemos caracterizar completamente um vetor pelas suas projecoes. Isto vale
também para o espago tri-dimensional com a projecao do vetor nos eixos x, y e z (figura 7-b). Projetar
um vetor nos eixos coordenados ¢ decompor o vetor, € as projecdes nos €ixo x, y € z recebem os nomes
de componentes X, y € z respectivamente.
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A% Z
A
az
A a
a
ay ay ¢
»—
o, \* | &
W >
X
2 2 2 2
a’=a,+a,’ a’ = a+a, +a,
a
tga = =
ax
(a) (b)

Figura 7: As componentes do vetor a em (a) duas e (b) trés dimensdes. A direcdo e sentido de a em trés
dimensdes sdo determinadas pelos angulos de a com os eixo OX, OY e OZ que podem ser
determinados pelas relagcfes trigonométricas entre o vetor e suas projecdes.

Como o vetor pode ser representado por suas componentes, a soma de dois ou mais vetores também
pode ser feita somando-se as componentes de cada vetor. As componentes resultantes em x e y serdo as
componentes do vetor resultante.

Exemplo 2: Determine a soma dos vetores abaixo.

Resolucéo:
4 Soma das projecdes dos vetores no eixo OX:
Ry =3.c0s30° — 5.cos45°=2,6 —3,5=-0.9

Soma das projegdes dos vetores no eixo OY

Ry =3.sen30° + 5.send5° -3 =2
45 300

v

R?=0,81+4 =4381

ouseja: R=22
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Vetores e algebra vetorial (revisao)

Representando nos eixos cartesianos, temos:

A dire¢do e o sentido de R s3o dados por a que pode
ser calculado como se segue:

R \a tg(a-90°) = [Ry/ R, |=0,45 = a=114,2°

A
v

Rx

Vetores unitarios - Vetores unitarios sdo vetores de modulo 1 (um). Um vetor unitario multiplicado
por um nimero resulta num vetor de mesma direcdo e sentido do vetor unitario e modulo igual ao
nimero. Se o niumero vier acompanhado de uma unidade, esta serd também a unidade do médulo do
vetor. Assim, se U ¢ um vetor unitdrio, o vetor au ¢ um vetor que tem a direcdo e o sentido de U e
modulo igual a @, conforme a segunda propriedade dos vetores apresentada neste capitulo.

Representacgdo analitica - A representa¢do geométrica dos vetores ¢ interessante na demonstragdo de
algumas propriedades, mas ¢ invidvel quando se pensa em trabalhar com vetores, principalmente em
trés dimensdes. Por isso ¢ usual a utilizagdo de uma representacdo analitica com a ajuda de vetores
unitarios. A figura 8 mostra unitarios nas diregdes X,Y e Z de um sistema cartesiano de eixos em trés
dimensdes. Na maior parte da literatura sobre o assunto, esses unitarios sdo designados por X,y €z

respectivamente.
Z
a, Figura 8: Os unitdrios x,yez e a maneira de
a escrever um vetor analiticamente.
Z A Y
y a
- >—p
ax
X
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Vetores e algebra vetorial (revisao)

Com o uso dos unitarios podemos escrever:

ax:ax)z ay:ayy aZ:azi
Portanto:
azak +ayy +taz

O moédulo de a pode ser calculado por:

_ 2 2 2
a=.a,tay+a;

Exemplo 3: Um vetor a faz um angulo de 30° com eixo dos x e tem moddulo 4,0 cm. Escreva a
expressao analitica deste vetor.

Resolugédo

Temos: a, =4,0.cos 30°=3,5cm e ay = 4,0.sen30° = 2,0 cm

Analiticamente o vetor se escreve:

a=35x +2,0y cm

Exemplo 4: Um vetor b é dado por: b=-2,0x + 1,0y (em cm). Calcule a + b e a— b, onde a é o vetor

da aplicacdo anterior.

Resolucado

Como ay e by sdo as projecdes dos vetores a e b no eixo OX, a soma as+by serd a componente x do
vetor a+b. Analogamente para a,+by serd a componente y de a+b. Assim:

atb =(3,5-2,0)x +(2,0+1,00)y =1,5x +3,0y cm
Se quisermos calcular o médulo de a+b, temos:
la+b P = (1,57 + (3,0)> = 11,25
Portanto,

la+b|=3,3 cm

Por analogia,
a-b=(3,5-(-2,0))x +(2,0-1,0) y =5,5x + 1,0y cm

O aluno podera mostrar que o mddulo deste vetor vale: 5,6 cm

Produto escalar
Define-se o produto escalar do vetor a pelo vetor b (1é-se a escalar b) como:

a.b =ab cosd

onde a e b s3o os modulos de a e b respectivamente e 0 ¢ o angulo entre eles.
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Exemplo 5: Mostre que a.b ¢ igual a.projegao de b sobre a multiplicada por a.
Resolugéo :
O produto escalar entre a e b é: a.b = abcos0
b Da figura, vé-se que bcos® ¢ a projecdo de b sobre a o que demonstra o
solicitado.

Da definicdo do produto escalar, podemos deduzir algumas importantes

beost propriedades:

1) O produto escalar ¢ uma grandeza escalar.

2) Se a e b sdo perpendiculares entre si, isto é, se 0 = 90° entdo a.b =0
Dessa propriedade tiramos que: X.y=Xz=y.2=0

3) Se a e b sdo paralelos ou antiparalelos, entdo a.b = ab ou a.b = - ab respectivamente.
Dessa propriedade tiramos que: XX = .9 =22 =1 e que a.a=a’

4) Se U ¢ um vetor unitario, a.u ¢ a projecao de a na dire¢do de u.
Dessa propriedade tiramos que: a.X =ay, 8.y =ayea.z =a,

5) O produto escalar ¢ comutativo, isto ¢, a.b =b.a
6) O produto escalar ¢ distributivo, isto ¢ a.(b+c) =a.b + a.c
7) m(a.b) = (ma).b = a.(mb), onde m é um escalar

Exemplo 6: Mostre que o produto escalar de a =axX +a,y +a,z porb=byXx +byy +b,2
¢ igual a:

a.b =asby +ayb, +ab,
Resolucao:
Este resultado ¢ importantissimo e demonstravel a partir das propriedades do produto escalar.
Usando as propriedades (6) e (7), temos:
ab=(axx +a,y +a,2).(bxx +byy +b,2) =
= acby X X +asby X.§ +asb, X.Z +a,by y.X +a,by §.y +a,b, y.z +a,b, zX +a,by 2.y +a,b, 2.2
Usando as propriedades (2) e (3), temos:
a.b =asby +ayb, +ab,

Exemplo 7: Se R é a soma de a e b, mostre que : R* = a* + b* + 2abcos®
Resolugéo :

D

R=a+bhb

QD
O

Multiplicando por a + b a direita e R a esquerda, temos:

R” = (atb)(a+b) = a.ata.bt+b.atb.b R

9 Mauro M.G. de Carvalho
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Usando as propriedades (3) e (5) do produto escalar, temos:
R® = a*+b*2a.b
Mas a.b = abcos6 , logo:

R*=a’+ b’ + 2abcosd
Observe na figura quem ¢ o angulo 6. No caso, ele ¢ maior do que 90° e portanto, cos 0 é negativo.

Produto vetorial
O produto vetorial entre o vetor a e b , representado por axb, é um vetor cujo modulo ¢ dado por:

laxb| = absen6
A direcdo de axb ¢é perpendicular ao plano e seu sentido é dado pela regra dos trés dedos da mao
direita, sendo. o indicador apontando na dire¢ao e sentido de a, o dedo médio apontando no sentido de
b e o polegar apontando no sentido de axb, conforme mostra a figura 9.

A

\a\'( axb

o |

m (H Figura.9: Regra da mao direita para produto vetorial
i

b _——5‘5:-.?‘_'.] Il'x
S N

—

';x.l,_ _,'—'_,";’ _;:.JI:,""'-
\K -—‘i&}.'ll

Da defini¢ao do produto vetorial, podemos deduzir algumas importantes propriedades:
1) axb+ bxa

2) Se a e b tém a mesma direcdo, isto €, se 6 = 0 ou 180°, entdo axb =0

3) ax(b+c) = axb+bxc

4) m(axb) = (ma)xb = ax (mb)

5) Xxy =7 ; yX2=X ; ZXX =Y ; XxX=yxy=2x2=0

Exemplo 8: Mostre que |axb| ¢ a area do paralelogramo de lados a ¢ b.
Resolucéo:

A 4rea do paralelogramo da figura ao lado ¢ bh,onde h ¢ sua altura. Da
figura, vemos que h=asend . Por outro lado, Jaxb|] =
absen6 = basen6 = bh.
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Podemos ainda escrever o produto vetorial numa forma muito pratica, conforme se segue:
axb = (axX +ay y +a, 2 )x(bx X +by y+b,2) =
= aby X x X tasby X x y +asb, X x Z+ayby yx X +ayby yx y+ayb, yx z+a,by zx X +aby zx y+ab, zxz =
=aby Z +asb,(- § )+ a,bi(-2 )+ ayb, X +a,by ¥ +aby(-X )=
=(ayb, - a,by) X — (axb, - a,by) ¥ + (axby-aby) z
A expressdo acima ¢ o desenvolvimento do “determinante” a partir dos elementos da primeira linha, ou
seja:

X v z
axb=la, a, a,
b, b, b,
onde o “determinante” opera como um verdadeiro determinante.

Produto triplo

Existem dois tipos de produto triplo:

a) Produto triplo escalar, também chamado produto misto, cuja definicao é:
M = a.(bxc)

Exemplo 9: Mostre que o produto misto pode ser calculado através do determinante:

a a a

X y z
a.(bxc)=b, b, b,
Cy Cy C,

Do exemplo 8, temos que: bxc = (byc, - b,cy) X — (bxc, - bey) ¥ + (bsey - bycy) Z

a, a, a,
Do exemplo 9 vem que: a.(bxc) = ax(byc, - b,cy) — ay(bxc, - b,ex) + a,(bkecy - bycy) = b, by ,
¢, ¢ ¢,

Lembrando que permutagdes pares de linhas (ou colunas) de um determinante ndo altera o seu
resultado, mostra-se facilmente que : a.(bxc) = b.(cxa) = c.(axb)

b) Produto triplo vetorial, cuja definigdo ¢:
V = ax(bxc)
Exemplo 10: Mostre que ax(bxc) = b(a.c) - c(a.b)

Vimos no exemplo anterior que: bxc = (byc, - b,cy) X — (bgc, - bex) ¥ + (bycy - byey) Z

11 Mauro M.G. de Carvalho
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A

X v z
Portanto, temos: ax(bxc) = a a a

X y z

(bye, =b,cy) (b,c,—byc,) (bye,—bycy)

Yy X

Como os termos desse determinante sao permutagdes circulares de indices, vamos calcular apenas o
termo na diregdo X

[ax(bxC)]x = X [ay(bxcy-byck) + a,(bxc,-b,cx)] = X [byaycyt bya,c,-cxayby-cxab,]
Somando e subtraindo axbxcy a expressao fica:
[ax(bxC)]x = X [bx axcx + bxaycy+ bya,c, — cxaxby - cxayby - cxab,] =

= X [bx(axex + aycyt a,c,) — cx(axby - ayby - a,b,)] =byx(a.C) - cx X (a.b)

Calculando as componentes ¥ e Z teriamos: [ax(bxC)]y =b, ¥ (a.c) —c, ¥ (a.b)
[ax(bxC)],=b,z (a.c) —c,z (a.b)

Portanto: ax(bxc) = (bxX +byy +b,z)(a.c) — (cxx+cyy +c,z)(a.b)

O que da: ax(bxc) = b(a.c) — c(a.b)

Vetor Posicdo de um ponto - E o vetor que vai da origem ao ponto considerado. Se tivermos dois P e
P' representados pelos vetores I e I'’, o vetor posi¢do de P em relacioa P'¢ R=r —r".

(xy 2)
r (x,y 2) r R=r-r'
2 (xy', z')

Figura 10 — O vetor posi¢ao de (x,y,z) e o vetor posicao de P em relagdo a P'.

Claro que R também representa o deslocamento de um ponto de P' a P.
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Analiticamente podemos escrever:
r=xxX+yy+zz
r=x'x+y'vy+z'z
R=r-r=x—-x")YX+(y-y)y+(z-2")z

R também pode ser escrito como : R = RR, onde R = \/(X XV +(y-y) +(z-2)" e Réo
oy . . ~ R
unitario na direcdo de R e pode ser escrito como: R = R

Exemplo 11 — A distancia entre duas massas pontuais m e m' ¢ R. Determine a for¢a em m.
Pela lei da atragdo gravitacional, o mdédulo de forca entre as duas massas sera;

mm' o . . .
F=G—.G sendo a constante de gravitacdo universal. A direcdo da forca ¢ a da reta que une as
R

cargas, € o sentido de repulsao.

Em m a forga sera: F-gI ﬁ:GmmE:GgR
R® R* R R’
Em m' a forga sera, evidentemente: F' =- F

Variagao infinitesimal de r - Se r sofre uma variacao infinitesimal, entdo: dr = dxx + dyy +dzz

Exemplo 12 - -Mostre que a variagdo infinitesimal de r sobre um circulo é perpendicular a r.

 y r=xx +yy
Se o raio do circulo é R, entdo: x =Rcos® e y =R senf

v onde 6 ¢ o angulo entre I e o0 semi-eixo positivo dos X. Assim, temos:
dx =-RsenBd0 e dy = Rcos0dO

A
Podemos escrever: r = RcosOX + R senf y

e dr = (-Rsenb x + Rcos0 y)do

y

Obviamente r.dr = 0, qualquer que seja 0, demonstrando que r e dr sdo perpendiculares.
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Derivada de fungdes com mais de uma variavel - Seja f(x,y,z) uma fungdo de x,y e z ¢ ?%f, e?
X Z

. . . . : of . |, o
suas derivadas parciais em relacdo a X, y € z respectivamente. Assim sendo, df = . dx ¢ a variacao de
X

e e . of
f quando x sofre uma variacao infinitesimal dx. [dem para as outras variaveis: df= —dy e

of e ~
df = —dz. Se x, y e z sofrem variagdes infinitesimais, entao:

0z
df = gder ﬁdy+ gdz.
14 oy 0z

Gradiente — Vimos que: dr = dxx + dyy + dzz. Observando a expressdo para df, podemos escrever:

of of of of .  of

df= —dx+ —dy+ —dZZ(Ef( + — ¥+ —2). (dxx+dyy+dzz)
ox oy 0z ox oy 0z

f . f . f ., . .
O vetor o X + o y + o z ¢ chamado gradiente de f e é representado por gradf ou Vf (V chama-se

0x oy 0z
nabla).
Podemos entdo escrever: df = gradf.dr
Da definicao de gradiente, ¢ elementar demonstrar que:
1) grad(ft+g) = grad f+ grad g
2) grad(mf) = m grad f, onde m € um escalar
3) grad(fg) = f.grad g + g.grad f

Exemplo 13 — Determine Vr e V(1/r).

2. 2. 2 or X or y or z
r=4X"+y +z = —= , — = e —=
ox Vx2+y?+2? oy Jx2+y2+2° Oz Vx2+y?+2?

A A A r A
(xXX+yy+zz) =— =1
r

1
Vx2+y?+27

Chamando u = (1/r), temos:
ou X ou X ou X
2, 20 22
u=(xX"ty+z = —=- , — =— s T =
Xy ™+z7) ox (x2+y? +22)2 ox (x2+y? +22)2 ox (x2 +y? +22)2

ouseja: Vr=

. 1 A A A r r T
ou seja: Vu=V(1/r)= — (XX+yy+2z2) = ——=—F=——
(x2 + y2 + 22)3/2 r rr’ r?
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Significado do gradiente — Pela definigdo de produto escalar, podemos também escrever:

df = gradf.dr.cos6,
onde 0 ¢ o angulo entre dr e gradf. Dessa expressdo, vemos que a maxima variagdo de f se d4 quando
0 =0 (cosB = 1), ou seja, quando dr tem a dire¢do de gradf. Em outras palavras, gradf tem a direcao de
maior variagao de f.

Exemplo 14 — A altura de uma montanha é dada em metros por:
h(x,y) = 50(2xy - 3x* - 4y* — 18x + 28y +12)
onde x, y € z sdo as distancias em quilometros de um ponto A.
a) Determine o ponto mais alto da montanha.
b) Qual a altura desse ponto?
¢) Qual a inclinacdo mdxima da montanha, em m/km, num ponto situado a 1km ao norte e 1km a leste
de A? Em qual dire¢do a inclinagdo ¢ maxima neste ponto?

a) No ponto mais alto a inclinagdo ¢ zero, ou seja, em qualquer dire¢ao df = 0.

Portanto, o =0 = 2y-6x-18=0
o =0 = 2x—-8y +28=0
oy

Dessas duas equagdes tiramos: X =-2 e y =3 = O ponto mais alto fica a 2km a oeste e 3km ao norte
de A.

b) Para saber a altura do ponto mais alto, basta substituir os valores encontrados para x € y na expressao
da altura: h(-2,3) = 3600 m

¢) A inclinagdo méxima ¢ dada pelo gradiente de h.

gradh =50[(2y - 6x - 18) X + (2x — 8y +28) ¥]

em x = lkm e y = 1km, temos : gradh = 50(-22x +22¥)

A inclinagdo serd: | gradh’ =1,56x10°m/km a dire¢do dessa inclinacio é -X+¥ (a direcdo de gradh),
ou seja, noroeste.

Linhas e superficies de nivel — Linhas de nivel sdo linhas determinadas por: f(x,y) = constante
Superficies de nivel sdo superficies determinadas por: f(X,y,z) = constante

Exemplo 15 - Quais sdo as superficies de nivel da fun¢do f(x,y,z) = X2 er2 +27°9

X2 +y2 + 7> = C (constante) é a equacdo de uma esfera com centro na origem e raio +/C . Portanto, as
superficies de nivel para f(x,y,z) = x> +y* + z* sdo esferas com centro na origem.

Exemplo 16 — Mostre que o gradiente de uma fungéo f(x,y,z) num ponto de uma superficie de nivel é
normal a superficie.

Como na superficie de nivel f(x,y,z) ¢ constante, df =0 qualquer que seja o dr contido na superficie.
Mas df = gradf.dr que sé sera identicamente nulo se gradf for normal a qualquer dr contido na
superficie, ou seja gradf tem que ser normal & propria superficie.
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Esse resultado é muito importante. Observe o resultado do Exemplo 13. Nos dois casos, as superficies
de nivel sdo esferas de centro na origem (f cte <> r cte). Nos dois casos o gradiente tem a direcdo de I,
como tinha que ser.

Exemplo 17 - Mostre que se uma fungdo f s6 depende de r, isto €, f = f(r), entdo o gradf tem a diregao
der.
De imediato podemos dizer que as superficies de nivel desse tipo de funcdo sdo esferas centradas na
origem, pois, para r constante, f(r) também sera e vice-versa. As normais as esferas com centro na
origem tém a direcdo de r. As funcdes desse tipo t€ém o que se chama de simetria esférica. Podemos ir
além e calcularmos o gradiente de fun¢des com simetria esférica.

of of of . of or | 6f o g 8f or . of

grad fr)= —x+ —y+—2=——X + =L 5= _(ﬁ
ox oy 0z or ox 8r6‘y or 0z or ox

Mas (v. exemplo 13): o _ =

of 1 . R R of r
Assim, grad f(r) = — —(xX + +75)= = _
grad f(r) 8rr( yy ) e

Portanto, grad f(r) = % r
r

Note que o uso dessa expressao simplifica o calculo do gradiente de fungdes com simetria esférica.
Refaca, por exemplo, o exemplo 13 usando essa expressao para o gradiente.

Fluxo de campo vetorial através de uma superficie — Campos vetoriais sdo usualmente
representados por linhas de forga. Linhas de for¢ca sdo linhas que ddo a dire¢do, o sentido e,
qualitativamente, a intensidade do campo. Para isso, ao longo de uma linha de for¢ca o campo ¢ sempre
tangente a ela. A intensidade, por seu lado, ¢ representada pela densidade de linhas, isto ¢, o numero de
linhas que por unidade de area. A figura 11 mostra alguns exemplos.

Figura 11 — (a) Linhas de forca e os campos nos pontos A, B, C, D e E. Dentre 0s campos
representados, 0 campo é mais intenso em C ,onde a densidade de linhas é maior. Pela razéo inversa,
0s campos em A e E tém menor intensidade.

(b) Linhas de forca e os campos nos pontos A, B, C e D. Dentre os campos representados, 0 campo é
mais intenso em C ,onde a densidade de linhas é maior. Pela razdo inversa, 0 campos em A € o de
menor intensidade.
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Deve ser ressaltado que o nimero de linhas usadas para representar um campo vetorial € arbitrario, mas
uma vez escolhido esse nimero (de forma a dar uma idéia clara de como ¢ o campo), ¢ obrigatdrio
seguir as regras ja mencionadas.

Por defini¢do, o fluxo de um campo vetorial F através de um elemento de area dA ¢ :

do = F.AdA

onde i ¢ um unitdrio normal ao elemento de 4rea. E também usual a notagdo dp = F.dA onde
dA=ndA.

As propriedades das linhas de for¢a nos permitem dar uma interpretacao mais palpavel do conceito de
fluxo. Considerando que a intensidade de campo ¢é proporcional a densidade de linhas de forca,
podemos escrever:

do AN cosO .dA = dN.cos0 ,
dA

onde 0 ¢ o angulo entre o campo (ou linha de forca) e a normal a dA. Assim, podemos dizer que o
fluxo ¢ proporcional ao nimero de linhas de forcas que atravessam a superficie. O fluxo sera zero se as
linhas de forca forem paralelas a superficie, pois, nesse caso, elas ndo atravessam a superficie. O
numero de linhas que atravessam uma superficie serd maximo quando a superficie for perpendicular as
linhas. A figura 12 ilustra o que foi explicado acima.

Figura 12 -

ﬁ
I

A
A
A

;L
i

A

y

A A
A

i
1
it
i

(a) (b) (c)

Figura 12 — No caso (a) a superficie € normal as linhas de forca. A normal (em vermelho) é paralela
ao campo e, portanto, & =0 (cosd = 1) e o numero de linhas de for¢a que atravessam a superficie &
maximo. No caso (b), a normal faz um angulo @ com a normal. O numero de linhas de forca que
atravessam a superficie diminuiu em relacéo ao caso (a). No caso (c), a superficie é paralela as linhas
de forca e, portanto, @ = 90° (cos@ = 0). Nenhuma linha de forca atravessa a superficie nesse caso e,
consequentemente, o fluxo através dela € zero.

Quando se tem uma superficie fechada, convencionalmente orienta-se a normal para fora do volume
limitado por ela. Sendo assim, linhas de for¢a que entram na superficie tém fluxo negativo (6>90°) e
para as linha que saem da superficie o fluxo € positivo. Nao havendo nenhuma fonte nem sumidouro
de linhas dentro da superficie fechada, as linha que entram tém que sair e, portanto, o fluxo total
através de toda a superficie € zero.
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Divergéncia - Numa regido onde o campo vetorial ¢ F, considere um ponto P(x,y,z) em torno do qual
existe uma superficie de area A limitando um volume V. Por definigao:

divF= 1im L{Fda. lim 2r

Vo0 V Vo0 V

Onde ¢t € o fluxo total através da superficie A. Portanto, a divergéncia num ponto significa o fluxo por
unidade de volume através de uma superficie infinitesimal em torno do ponto. De imediato podemos
tirar duas consequéncias dessa definigao:

1) A divergéncia ¢ um escalar.

2) Se ndo ha fonte de linhas de for¢a (campo), a divergéncia ¢ zero.

Vamos procurar uma expressao algébrica para o calculo da divergéncia. Para isso consideremos um
ponto P de coordenadas (X,y,z) no centro de um paralelepipedo com arestas de comprimentos Ax, Ay e
Az paralelas aos eixos X,Y e Z respectivamente, conforme a figura 13.

AZ

Figura 13 - (a) Um ponto P
de coordenadas (x,y,z) no
centro de um paralelepipedo
e numa regiao onde existe um
P(x,yz) campo vetorial representado
por suas linhas de forca.
Note que nem todas as linhas
atravessam o paralelepipedo.

N

\\I}\

v\
e /

(a)

Vamos calcular o fluxo total através desse paralelepipedo lembrando que o fluxo ¢ positivo quando as
linhas saem do paralelepipedo e negativo quando entram. Lembremos também que o campo F pode ser
of

decomposto em Fy, Fy e F, e que, para pequenos valores de Au, uma fun¢do f(ut+Au) = f(u) + aAu

(basicamente , essa expressdo sdo os dois primeiros termo do desenvolvimento em série de Taylor de

f(u)).
Primeiramente, calculemos o fluxo "liquido" pelas faces perpendiculares ao eixo x. A figura 14 ¢ uma
ampliagdo do paralelepipedo mostrado na figura 13 sem as linhas de for¢a para maior clareza.

18 Mauro M.G. de Carvalho



Vetores e algebra vetorial (revisao)

AX
X-—,Y,Z
( 5 Y»Z)

(x,y,z _ _
’ Figura 14 - Na figura, o ponto P,

de coordenadas (x,y,z) esta no
centro do paralelepipedo. Os
centro das faces perpendiculares
ao eixo X tém coordenadas:

(x+% v.2) e (x-% v.2)

Em (x,y,z) o campo paralelo ao eixo X ¢ Fx(X,y,z). Em x+Ax/2 e em x-Ax/2 0s campos serao:

F(x+Ax/2,y,z) = Fx(x,y,z) + Mg e F(x-Ax/2)y,z) = Fx(x,y,z) - Mg

ox 2 ox 2
O fluxo através das faces que contém os x+Ax/2 e x-Ax/2 sera o produto da componente Fx do campo
no centro da face pela area da face, ou seja AyAz. Na verdade isto ¢ uma aproximagdo devido ao fato
das faces serem infinitesimais. devemos levar em conta também que as linhas entram na face em x-
Ax/2 e sae pela face em x+Ax/2. Portanto temos:

)JAyAz

OF. A OF A
bomes = (Fuy,z) + TXEYDAX ) o hones = - (Fu(xy.2) - MTX

Ox 2 Ox
O fluxo total através das faces perpendiculares ao eixo X serd: ¢drx = dxrax2 T dx-ax2 , OU s€ja:

— 6FX (X, Y, Z)
ox

drx AxAyAz

oFy(x,y,z)

AXAyAz e ¢~ AXAyAz

Por analogia, podemos afirmar que: ¢ry= %
Z
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oFx (X,Y,2) N 8Fy(X,Y>Z) N oF,(x,y,z)

0x oy Z

e: or=(

)JAXAyAz

Pela definicdo, a divergéncia sera:

divF= lim = lim L (Kxoy.2), OFy(y,2) | OFz(x.y,2)

Vo0 V' Ax,Ay,Az—0 AXAyAz ox oy 0z

) AxAyAz

aFX (X9 Y, Z) + aFY(Xa Y, Z) + aFZ(X: Y, Z)
0x oy oz

Finalmente: div F =

De fato, como esperado a divergéncia ¢ uma grandeza escalar.

De uma forma simplificada, escreveremos apenas Fy ao invés de Fy(x,y,z). O mesmo para as outras
componentes.

Usando as propriedades do produto escalar, vemos que a divergéncia pode ser escrita:

divF = (ifurii”rii).(Fxfi +Fy y+F,2)
ox 0Oy 0Oz

« . 0 .
Vamos entdo definir o operador nabla como: V= + a—z
/4

<>

0, O
ox Oy
Com essa defini¢do, temos:
grad f=V{ O gradiente transforma escalar em vetor.

div F=V.F A divergéncia transforma vetor em escalar
2 2 2

div.grad f=vf= L 0L OF

ox~ Oy Oz
Esta ultima expressao (div.grad) é chamada Laplaciano de f e é uma fungio escalar.
E elementar demonstrar que:
1) div(F+G) = divF + div G
2) div (mF) = m divF, m sendo um escalar.
3)divr=3

Exemplo 18 — Calcule div(r/r).

e =x& +yy +z2)(x* +y* + 2%

div(r/’) = ————— [(y’ + 22 - 2)+ (< + 2 = 2y)) + (X + y* — 229)] = 0 exceto em (0,0,0)
X"+ y +Z
Exemplo 19 — Mostre que div(uf) = u.gradf onde U ¢ um vetor constante e f uma funcgao.
of of

+u o _ u.gradf

divlu)=u, —+tu, —
(uf) vox Moy Y
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Rotacional — Seja F um campo vetorial e C uma linha fechada limitando uma superficie A que contém
um ponto P. Define-se rotacional de F em P como:

n.rotF= lim L F.de
AA—0 AA

onde d¢ ¢ um elemento infinitesimal de deslocamento orientado sobre a linha C e nn ¢ o unitario normal
a A e orientado de acordo com a regra da mao direita, conforme mostra a figura 15. Pela prépria
defini¢dao, vemos que o rotacional ¢ uma grandeza vetorial que da a densidade de circulagdo, que ¢
como ¢ chamada a integral acima, em torno do ponto.

Figura 15 - A linha orientada C que limita a area 4A. A

[> F direcdo e o sentido de n é dado pela regra da méo direita. Se

C 0 deslocamento dzsobre da linha C fosse oposto, a normal
de também teria sentido teria o sentido oposto.

Para encontrarmos uma expressdo para rotF, utilizaremos o mesmo procedimento que foi usado na
divergéncia, s6 que agora utilizaremos uma linha retangular fechada e paralela ao plano xy, conforme
mostra a figura 16. O sentido da integragdo sera foi escolhido para que a normal seja z. Portanto
estaremos calculando a componente z do rotacional.

[e————»
| : | > Y
| | |
o
| : '
: (X-AX/2.V)
Y Y d ; (¢
|
|
[
xy) Fyy
SRR e b e (Y
X 4
i |©
|
I 2 | -
X a (x+AX/2.v)
v X

Figura 16 — (a) Para determinar e expressdo da componente z do rotacional em (x,y), utilizamos um
retangulo fechado que contem o ponto x(x,y).(b) Para maior clareza, o retangulo foi ampliado.
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Vamos considerar o que em cada lado a componente de F paralela a ele seja constante e igual ao valor
no seu ponto médio. Assim, a integral pode ser substituida pelo produto de F pelo tamanho do lado (Ax
ou Ay). Claro que F, ndo entra nesse calculo, pois esta componente ¢ perpendicular & linha. Entdo
temos:

AX 6Fy
lado ab: C; = Fy(x+Ax/2,y)Ay = (Fy(x,y) + S ok )Ay
Ay OF orx
lado be: C; = - Fy(x,y+Ay/2))Ax = - (Fx(x,y) + — 2 ay —)AX
lado cd: C3 = - Fy(x-Ax/2,y)Ay = - (Fy(x,y) - ——)
lado da: Cs = Fy(x,y-Ay/2))Ax = (F(x,y) - 2 aaFy )

A circulag@o em abcda serd entdo:

OF y OFy 8F y OF
C=(F,&xy)+ %a—z)A}’-(Fx(X,y)ﬁL 2 oy A - (Fy(xy)- ——)AY (Fx(x.y)- ——)A

oy
OF OF
SR AL SYSYNVT A AL SYVN
ox oy 0x oy
OF
Assim: z.rot F = (rot F),= lim L§F.de = (_y - 6&)
AA—0 ox oy

Observe que a soma entre paréntesis envolve derivadas cruzadas (Fy em relacdo a x e Fy em relagdo a

y)-
Seguindo o mesmo procedimento para as outras componentes encontrariamos:

(O Ty
(rot F)x (5‘y - 82)
(ot Py, = (2% - 2

Essas expressdes nos permitem escrever:

X ¥y z
rot F = o 0 39
0x 0y 0z
Fx Fy Iy

ou: rot F =VxF
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Exemplo 20 - Calcule o rotacional de r.

X v z
r0t|’=i 9 8:0

ox 0Oy 0z

X 'y z

Exemplo 21 — Considere um campo vetorial dado por v =-yX + x ¥ . Desenhe algumas linhas de forga
e calcule rot v em (0,0,0).

Desenhando os vetores campoemy =0,ex =+1,+2, 3 eem x =0 e y = £1, £2, £3, podemos tracar
as linhas de forga. J4 podemos ver que o rotacional ndo sera nulo.

% Q| o<
08)|Q)N>
I
&)

N>

X

0
rotv=|—
X
-y

N

Algumas relacGes importantissimas — Algumas relagdes usando o operador nabla tém grande
utilidade em eletromagnetismo. As trés relagdes a seguir s3o das mais uteis e o aluno deve demonstra-
las pelo, menos uma vez na vida (talvez numa prova!).

1) VxVf=0 onde f ¢ uma fun¢do escalar. Esta relacdo diz que se uma funcdo (campo) vetorial puder
ser escrita como um gradiente de uma funcao escalar, entdo seu rotacional ¢ nulo. Dizemos que ¢ uma
fungdo irrotacional. Reciprocamente, se uma fungdo (campo) vetorial for irrotacional, ela pode ser
escrita como gradiente de uma fungdo escalar.

2)V.VxF =0 onde F ¢ uma funcdo vetorial. Esta relagdo diz que se uma funcdo (campo) vetorial
puder ser escrita como um rotacional e de uma funcao vetorial, entdo sua divergéncia ¢ nula. Dizemos
que ¢ uma fun¢do solenoidal. Reciprocamente, se uma fung¢do (campo) vetorial for solenoidal, ela pode
ser escrita como gradiente de uma funcao escalar.

3) Vx(VxF) = V(V.F) - V’F
Nesta altima relagio o conceito de laplaciano foi estendido para vetores. Assim, V2F é um vetor cujas
componentes sdo os laplacianos das respectivas componentes de F.
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Teorema da divergéncia - O teorema da divergéncia relaciona fluxo e divergéncia num volume.

j divF dv = jSF.ﬁdA
A% A

Onde A ¢ a area da superficie que delimita o volume V

A demonstracdo deste teorema nao ¢ dificil e pode ser feita pelo aluno. A idéia ¢ que quando se divide
um volume em dois, o fluxo no volume primitivo ¢ igual a soma dos fluxos nos dois volumes. Isso
ocorre porque ao dividir o s6lido com uma parede, se para uma das partes o fluxo € positivo (linhas
saindo através dessa parede) para a outra ¢ necessariamente positivo (as linhas que saem de uma parte
estardo necessariamente entrando na outra). Quando se soma os fluxos, na parede divisoria eles se
anulam e, portanto, o fluxo total ¢ o fluxo através do solido antes da divisdo. Isto vale também quando
o sélido ¢ dividido em N solidos infinitesimais.

Exemplo 22 — Mostre que §f ndA = IVf dv
A v

Multiplicando por um vetor constante U o lado esquerdo da equagdo, temos:
ft;(“f)-ﬁ dA = J-V.(fu) dV  pelo teorema da divergéncia
A v

No exemplo 19, mostramos que : V.(uf) = u.Vf , logo a igualdade acima fica:

funfda=fuvidv =  ffida=[Vfdv
\% A A\

A

Teorema de Stokes — O teorema de Stokes relaciona o fluxo do rotacional de uma fungao vetorial F
através de uma superficie e a circulacao de F sobre a linha que delimita essa superficie

[rotF AdA = §F.de

A C

A demonstrag@o deste teorema segue o mesmo raciocinio que o usado na demonstra¢do do teorema da
divergéncia. Evidentemente que onde era superficie 14, sera linha aqui. O (bom) aluno deve tentar fazer
essa demonstragao.

Exemplo 23 - Calcule o trabalho de uma for¢a F = -y X +x¥ (x ¢ y em metros e F em Newtons) para
deslocar, no sentido horario, uma massa numa trajetéria circular de equagdo x> +y* = 1.

A

4
/ \\ Vamos resolver esse problema por integracdo direta e com o uso do teorema de
-1 1, Stokes.

\J a) Por integragdo direta:

O trabalho da forca F sobre o circulo ¢ dado por: W = f Fde
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onde d¢ = Xdx + ydy

Entao: F.dl = -ydx + xdy (D)

Da equacio do circulo: xdx + ydy =0 (2)

e y=+v1-x’ 3)

Substituindo y

de (2) e (3) ,vem: dy = — M dx 4)
Substituindo (3) e (4) em (1): F.dl = (—/1-x* — X —)dx = —= dx

«/l—x \/l—x2

1
Assim ; W = fF.dﬁ = 4..[ —dx _ 4, [arcsenx |, = - 2
0

NS -

b) Com o uso do teorema de Stokes:

Pelo teorema de Stokes: W = &F.dﬁ = I rotF.ndA

A normal ao plano do circulo, levando em conta a regra da mio direita, é: n=—2

O rotacional de F foi calculado no exemplo 21. rotF =272

Entdo: j rotFAdA = j 22.(-2)dA =-2 j dA=-2n

Escolha entdo qual a maneira mais simples quando encontrar um desses problemas
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